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مقدمة التر جمة 


انطلاقا من إيماننا العميق بوجوب إثراء المكتبة العربية» خصوصاً قسمها العلمي. 
بكل ماهو مفيد» فلقد قمنا بترحمة هذا الكتاب المتعلق بالبنية الأساسية في الدوال 
الحقيقية راجين أن نكون قد وفقنا ولو بعض الشىء» لما نصبوا إليه . 

وتجدر الإشارة إلى أنه من مميزات هذا الكتاب. صيغته الوصفية السلسة التي 
عاو اجهذا إبقاءها أثناء الترمة. كذلك لقد LE‏ عن غورد من الكثب الى ف 
E E LNA Es As‏ اس سام هلي 
المماهيم المعروضة تصوراً هندسياً نما سهل مهمة القارىء بالإضافة إلى إعطائه بعض 
التطبيقات المناسبة» كلما سنحت الفرصه. مما أضفى على الكتاب طابعا وبعدا ميزا . 
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مقدمة المؤلف 


١‏ - إلى المبتدىء: في هذا الكتيب قدمت بعض المفاهيم والطرق المتعلقة 
بالمتغيرات الحقيقية » واستخدمنا هذه المفاهيم في الحصول على بعض النتائج الشيقة . 
م يكن الهدف إعطاء كل ماهو معروف عن هذا الموضوع وبأعم صورة LES‏ الهمدف 
هو التعمق المعقول في بعض المواضيع بأقل قدر ممكن من المصطلحات الخاصة . امل 
أن أكون قد نجحت في المحافظة على جاذبية الموضوع التى كانت مرافقة له في أيامه 
الأولي وفقدناها إلى حد كبير الآن. أرجو أن يساعد هذا الكتاب القارىء على 
مواصلة القراءة في أمهات الكتب المتوفرة بشكل جيد . 

لايحتاج المرء لقراءة هذا الكتاب على أكثر من مبادىء حساب التفاضل 
والتكامل. على العموم . قدمت المفاهيم بصورة مفصلة وبعمق تدريجى ومن يجد 
صعوبة في متابعتها بإمكانه الانتقال إلى الجزء التالي . 

با أن هذا ليس له صبغة الكتب المقررة وإنما هو على شاكلة محاضرات ile‏ 
فلم أحاول على الدوام المحافظة على التوازن بين البراهين المفصلة والمناقشة العامة 
أو على الترتيب المنطقي للادة المعروضة . 

جميع العبارات مثل «من الواضح». «من السهل» وخلافها تعني أنه يفترض 
أن تكون الجملة المعنية جلية وبإمكان القارىء أن يبرهن صحتها ونحن ندعو لذلك . 
ومن جهة أخرى» فالعبارة «من الممكن إثبات . .» تعتى إما صعوبة البرهان أو أنه 


i. 


يعتمد على مفاهيم لم نتطرق لها هنا. وبالتالي فمن المستحسن ألا يحاول القارىء 
إعطاء البرهان بنفسه . 

عند كتابة التعاريف استخدمت «إذا» حيث من المفروض استعمال «إذا وإذا 
فقط». على سبيل المثال إذا كانت المجموعة محدودة من أسفل ومن أعلى فإنها تسمى 
محدودة. يجب أن يفهم هذا التعريف على إنه يتضمن العبارة الإضافية «وإذا لم تكن 
حدودة من أعلى ومن أسفل فإنها لاتسمى محدودة) . 

يحتوى الكتاب على العديد من التمارين بعضها لتوضيح المادة والبعض الآخر 
جزء أساسي من الكتاب . التمرين الذى يرد ذكره كمنطوق لفرضية يجب تفسيره على 
أنه لب لاقيانيا. حلول جي التبارين معطاة في اة ASi‏ 

المقاطع المكتوبة بخط صغير تعني إما مواد إضافية أو أسئلة صعبة . 

ادر عتما عن أن عط daos‏ القاريء النية. 1 ail‏ آيا من هذه 
الأخطاء ولكن العثور عليها وتصحيحها يمثل La JE‏ جيدأ للقارىء . 
؟ - إلى المتخصص: الكتاب غير مقصود للمتخصصين على الإطلاق» حيث إن 
هذه الحملة ستو خذ كدعوة لقراءته» فسوف أوضح ماحاولت أن أعمله ومالم أحاول . 
لقد حاولت إعطاء القارىء الذي ليس لديه خلفية مسبقة عن الموضوع بعض النتائج 
التي أراها شيقة . لتحقيق هذا عرضت المادة الضر ورية لتقديم هذه النتائج بالإإضافة 
إلى بعض الواد المناسبة وغير الصعبة » با أن الكتاب غير شامل لم أحاول تقديم أي 
مفهوم أو أي رمز مها كان Cea‏ أو مناسباً إذا لم تدع الحاجة إليه . لقد حذفت موضوع 
التكامل علي مضض لكثرة مايحتاجه من التفاصيل قبل التمكن من الوصول إلي 
النتائج المرغوبة . 

بها أن الكتاب ليس له صبغة الكتاب المقرر لم يكتب بالطريقة المعتادة بالإإضافة 
إلى أن الأسلوب مطول وقد استعملنا بدبهية الاختيار (Axian of choice)‏ 
عدة هرات بدوة a‏ حبق إن هذا لسن مكاناً desti‏ الأسقلة الفلمفة» JS des‏ 
حال ففي ضوء نتائج (Godel) Ja,‏ فإن افتراض بدببية الاختيار لن يسبب أي 
إشكال أكثر مما سببته. ومن جهة أخرى وحسب عمل كوهين الحديث. 
فبافتراض بديبية الاختيار بدلاً من نقيضها فإننا نختار نوعاً من الرياضيات بدلا من 
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النوع cos I‏ مشلا رياضيات زرميلو بدلا من خلافها. من عذا الأتهاه لأداعي 
لاجتناب بديهية الاختيار متى كان من الطبيعى استع اما حتى في الحالات الى يعرف 
mr‏ 

cx - ٣۳‏ المؤلف عن شكره الجزيل لكل من ساهم في مراجعة وتصحيح هذا 
الكتاب . 
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الفصل الأول 


المجموعات 


1 - ا ممحموعات 

لكي نتمكن من قراءة أى شىء حول هذا الموضوع» يجب علينا أن نتعلم لغة 
المجموعات . سنحاول جعل عدد المصطلحات العلمية أقل مايمكن ولكن هناك حدا 
أدنى من الضروري تعامه. معظم هذه المصطلحات كلمات عادية أعطيت معان 
cioli‏ هذه الطريقة ها حاسن ومساويء. وعلى كل حال Ue‏ أن نقبل بها UN‏ 
لانستطيع الآن تغيير اللغة بكاملها. معظم المصطلحات مستمدة من نظرية 
المجموعات وهذا موضوع Le V‏ في حد ذاته. في الحقيقة » نظرية المجموعات فرع 
مستقل من الرياضيات . في هذا الفرع نجد المفاهيم الأساسية غير i all‏ والخاضعة 
لسلمات عديدة, أحد هذه المفاهيم غير المعرفة مفهوم «المجموعات» نفسه . 

من وجهة النظر البديهية » نستطيع أن نتصور المجموعة على أا مجموعة أشياء . 
تسمى عناصرهاء أو أعضاؤ ها أو نقاطها. نقول إن المجموعة تحوي عناصرها أو أن 
العناصر تنتمي إلى المجموعة. أو ببساطة أنها من المجموعة . الااستعمال العادي لمفهوم 
الملجموعة كما في «مجموعة من الأطباق» أو «مجموعة أعمال بورباكى» ( (Bourbaki‏ 
قريب مما يجب أن نعرفه عن مفهوم المجموعة. إلا أن الجملة الثانية قد توحي بشىء 
من ترتيب العناصر وهذا لاعلاقة له بالمفهوم الرياضي للمجموعة . نستطيع أن نكون 
مجموعات من blä‏ هندسية عادية» أو من دوال أو حتى من مجموعات أخرى . سوف 
نستخدم الكلمات مثل فئة وتجمع كمرادفات لكلمة مجموعة. PE MEO‏ 
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نجمعات من المجموعات n Ma‏ جموعة من مجموعات من مجموعات . 
إذا كانت E‏ مجموعة» H OD‏ تسمى مجموعة جزئية من 8 إذا كان كل عنصر 
من H‏ عنصراً من 8 أيضاً. Cote‏ إذا كانت E‏ المجموعة التى عناصرها الأعداد 
1 ,2 فإنه يوجذ OD‏ مجموعات Aii‏ من 8 . ثلاث Ls‏ تحوئ أحد العناضرء 
ثلاث مجموعات تحوى أى عنصرين . مجموعة ۴ نفسها (المجموعة الحزئية قد لاتكون 
أصغر من المجموعة الأصلية) والمجموعة الحزئية الثامنة حسب الاصطلاح هي 
الملجموعة الخالية؛ وهذه EE‏ المجموعة التي لايوجد بها أي عنصر. إذا كانت H‏ 
جموعة جزئية من Up E‏ تكتب Hc E‏ أو Les ¢E 5H‏ نقول إن E‏ نحوى H‏ 
أو أن 8 تغطى 11 . إذا كانت H‏ مجموعة جزئية من TIE‏ 
قم Aou 8 di‏ ج Rd‏ مو E‏ 
peace X culis 15]‏ | من BE‏ تكب LX e E‏ في الغالب». تقول إن # من 
CE‏ أو إن X‏ تنتمي إلي 5 أو إن E‏ تحوي X‏ وجميعها تعني الشىء نفسه. با أن 
عناصر المجموعات تختلف عن المجموعات نفسهاء فعلينا أن نميز بين العنصر X‏ 
والمجموعة المكونة من العنصر X.‏ وحده . في العادة. نرمز للمجموعة الأخيرة بالرمز 
CX)‏ ; الرموز E‏ € ×و 8 (X) c‏ تعني نفس الشىء . 
الفضاء مجموعة شاملة» بمعني Lil‏ تأخذ جميع Ule ee‏ متها إذا كان 
الفضاء © و© ob «E>‏ مكملة E‏ (بالنسبه ل 9( هي المجموعة المكونة من جميع 
عناصر 2 والتي لاتنتمي للمجموعة 8 . نرمز لمكملة (C(E)) ja JLE‏ . فمثلاء I|‏ 
كانت © تمثل حروف الأبجدية في اللغه الإنجليزية أو 5 الحروف الساكنة في اللغة 
الإنجليزية فإن (C(E))‏ تتكون من حروف العلة. أما إذا كانت E‏ تتكون من الحرف 
C(E) J a‏ يصبح جموعة الحروف z, ..., b‏ . إذا كانت E‏ تشمل (e^‏ حروف 
الأبجدية» C(E) OP‏ هي المجموعة الخالية . إذا كانت E‏ خالية » (E) = © op‏ . 


Y المجمورعات‎ 


)١-١( تمرين‎ 
. C(C(B)) = E اثبت أن‎ 

أحيانا نضطر إلي حساب مكملات مجموعة معينة بالنسبة إلى فضاءات مختلفة . 
في هذه الحاللات نستعمل رموزا خاصة. 

إذا كانت F, E‏ مجموعتين» فإننا نستطيع أن نكون eee‏ مجموعتين أخريتين» 
وحيث إن هذا يحدث باستمرار فإنه يوجد مسميات خاصة طاتين المجموعتين . 
المجموعة الأولى هي اتحاد المجموعتين وتكتب ۴ E U‏ (أحيانا نسميها المجموع 
ونكتبها ‏ + ۴ )؛ وتتكون من جميع عناصر 28و ۴ (العناصر الموجودة في 
المجموعتين ؛ العنصر المشترك بين المجموعتين بحسب مرة واحدة فقط). المجموعة 
الثانية هي تقاطع المجموعتين وتكتب ENF‏ (أحيانا تسمي الضرب وتكتب E.F‏ 
أو EF‏ )؛ وتتكون هذه المجموعة من جميع العناصر المشتركه بين 5.5 . إذا كانت 
575 خالیة Wp‏ نقول إن 5,15 منفصلتان» أي أن E‏ ,۴ منفصاتان إذا لم يوجد عناصر 
مشر كه بينهم) . 


تمرين )5-١(‏ 
إذا كانت © أحرف المجاء و ۴ تتكون من الأحرف الساكنةء F‏ مجموعة الحروف التى 
تظهر في الحملة Real functions‏ (الحرف n‏ بحسب مرة واحدة) . برهن أن : ۰ 

C(F)cE (>) ¢ F2C€(E (2) ¢ EUF-Q (Í) 

)3( (8)© و NE‏ ۴ منفصلتان . 

هناك العديد من الصعوبات المنطقية التي تظهر إذا استعملنا نظرية 
المجموعات بدون 0343 وقد أدت هذه الصعوبات إلى الكثير من الجدل والنقاش . 
جين el dada‏ هذه الضعويات إل فى ماحل تريدية دة لاتحتاجها فى هذا 
الكتاب ومجالات مصطنعة إلى حد ما وعليه فإننا نستطيع أن نتجاهل هذه الصعوبات 
من بقية هذا الكتاب. بعض الجمل التي يظهر lei‏ تعرف مجموعات لاتعرفها من 
الحقيقة. مثلها مثل أن بعض مجموعات الحروف المجائية لا تمثل كلمات حقيقية (مثل 
Frong‏ ). فمثلاء مع أننا نستطيع الحديث عن مجموعات عناصرها هي Lal‏ 


0 المدخل إلى الدوال الحقيقة 


جموعات: إلا اننا Y‏ تستطيع الحديث عن جموعة ut‏ المجموعات. لتفرض uf‏ 
نستطيع » إذا مجموعة جميع المجموعات ستحوي نفسها كعنصر. هذه ظاهرة غريبة . 
ومع ذلك يوجد مجموعات أخرى يظهر للوهلة الأولى أنها تحقق هذه الظاهرة. كمثال, 
نأخذ مجموعة الأشياء المعرفة بأقل من ثلاث عشرة كلمة lo)‏ أن هذه المجموعة نفسها 
معرفة بأقل من ثلاث عشرة كلمة) . لنفرض أننا قررنا أن نبعد جميع المجموعات التي 
هي عناصر من نفسها. المجموعات الباقية لن تكون عناصر من نفسها؛ كون طائفة 
هله المجموعات المقبولة وسمها 4 . الآن هل ۸ مجموعة مقبولة أو مستبعدة؟ إذا كانت 
A‏ مجموعة مقبولة فإنها ليست عنصراً من نفسها وعليه فلابد أن تكون من طائفة 
المجموعات التى تحقق هذه الخاصية» أي أن A‏ تنتمى للمجموعة A‏ ولذا فإننا نستبعد 
pate A b adati QA‏ من فسا يأو عو robs‏ ابات بست 
li‏ من AT A a des ed Di gi‏ كانت ool is aA‏ 
لوقعنا في تناقض منطقى . الحل الوحيد هذه المعضلة هو أن نقول إن الجمل , التي 
تسلا ارف + تمرف Ddeg‏ 
سنرى تناقضا اخر بخصوص «مجموعة جميع المجموعات» في الجزء Y)‏ 


مجموعات الأعداد الحقيقية 
لكي نبدأء سنفرض أن القارىء يعرف نظام الأعداد الحقيقية . سنفترض معرفة 
خصائصه الحبر ية المتعلقة بالجمع. الطرح» الضرب والقسمة وكذلك المتراجحات . 
يبقى خاصية واحدة ليست معروفة لدى الكثير من الناس مع goo Mc‏ 
لمفاهيم رئيسية من التفاضل والتكامل مثل BLII aggio‏ ومفهوم التقارب . يمكن 
التعبير عن هذه الخاصية بعدة صياغات متكافئة» وسوف نختار الصياغة الى 
تناسينا. isba‏ خاصية أصغر حد أعلى n Loss upper bount property)‏ 
الأساس. قل أن نشرح معنى هذه الخاصية» نحتاج إلى بعض المصطلحات . 
لنفرض أن E‏ مجموعة غير خالية من الأعداد الحقيقية. نقول إن E‏ محدودة من أعلى 
إذا وجد M ode‏ بحيث X > M‏ لجميع LE GX‏ مثلاء مجموعة الأعداد 
الحقيقية والتى هى أصغر من العدد 2 محدودة من أعلى» ويمكن أن نأخذ 2= ١4‏ أو 


المجمورعات 6 


Mem‏ أو 100 = 31 . على العكس من ذلك» مجموعة الأعداد الصحيحة الموجبة 
لماك لشو من اک Aa B B dsl edge LE UE.‏ 
حد أعلى إذا كانت B‏ 184 يمكن CA xal‏ كما في التعريف السابق . في مثالناء 
حيث E‏ جموعة الأعداد الحقيقية الأصغر من C2‏ أصغر حد أعلى ل AE‏ 2. يمكن أن 
نقول إن أصغر حد أعلى ل 5 هو العدد 8 الذي يحقق 8 > × لجميع ٤ 3X‏ وإذا كانت 
8 > فإنه يوجد عنصر ا من e E‏ الأقل بحيث 4 < × . أصغر حد أعلى 
للمجموعة E‏ قد ينتمي أو لا ينتمي إلى 5 . في JEI‏ السابق » هذا الحد لا ينتمي إلى 
المجموعة. إذا عدلنا Ji‏ . وجعلنا ۴ جميع الأعداد التي لاتزيد عن 2: OB‏ أضغر 
حد أعلى ل ٤‏ يبقى 2 ولكنه ينتمي الآن للمجموعة ۴ . 

حتى الآن تكلمنا عن أصغر حد أعلى ولكننا لانعلم عن وجود مثل هذا 
الشىء. إن خاصية أصغر حد أعلى والتى نقبلها كإحدى مسلمات الأعداد الحقيقية 
تنص على وجود أصغر حد أعلى لكل مجموعة 5 غير خالية ومحدودة من أعلى . 
بمعنى اخر. لو أخذنا كل الحدود العلوية للمجموعة 8 فإنه يوجد عنصر أصغر لهذه 
المجموعة (ومن هنا جاءت التسمية). سنرمز لأصغر حد أعلى للمجموعة 8 بالرمز 
sup E‏ أو supe!‏ عندما ينتمى Ll E Jsup E‏ نكتب أحيانا max E‏ بدلا هخ 
max Í>] , sup E‏ هو أكر I3] E 394. aai‏ كان للمجموعة E‏ عنصر ASÍ‏ . أكبر حد 
سفل (Greatest lower bound)‏ يعرف بطريقة مشامة ونرمز له بالرمز inf‏ . انظر التمرين 
(Y-Y)‏ 

الفترة هي مجموعة الأعداد الحقيقية المحصورة بين عددين › أو كل الأعداد 
الحقيقية التي تقع على جهة أو أخرى من عدد معطي . بصورة أدق» الفترة تتكون من 
كل الأعداد الحقيقية × التى تحقق متراجحة من الأشكال التالية: .a«x«b‏ 
CXS (KSA «(a > -——— ca SX <b‏ و28 :» 
أوه6ة UM‏ اا قا كيرا بدا مو کار وتا ضفرا بد TU CL‏ 
فإننا نحصل على الرموز التالية للفترات : e(a. œ) c [a.b] « (a. b] c[a. b) c(a. b)‏ 
e [a, æ)‏ اک a]‏ .=( . وهكذا [0.1) يعني مجموعة الأعداد الحقيقية 
× بحيث 1> × >0 . (استعمال الرموز * هنا لايعني وجود عدد وإن| هورمز مناسب) . 


" الدحل إلى الدوال الحقيقة 


تمرين (V)‏ 
اوحد محموعة الحدود العلياء وجموعة الحدود السفلٍ. sup E‏ و inf E‏ لكل من 


(أ) الفترة (0,1) 
(ب) الفترة (0,1] 
)>( الفترة [0,1) 
(د) الفترة [0,1] 
(a)‏ جموعة الأعداد 1 >¿ + ع 2 ¢ 4 ع 


(و) المجموعة المكونة من العدد 0 فقط . 


تمرين (Y-Y)‏ 
اعط تعريفا مفصلا ل 12415 وصغ خاصية أكبر حد سفلى» واثبت أنها تكافىء خاصية 


إذا لم تكن E‏ محدودة من أعلي فإننا نكتب © + = csupE‏ وإذا لم تكن E‏ محدودة 
من أسفل نكتب .infE = - e‏ هذه اختصارات مناسبة ولاتعنى وجود أعداد حقيقية 
ه + وه -» هذه الأخيرة ليست أعداد. من الممكن أن نشی هذه الأعداد 
اللانهائية ونضيفها إلى نظام الأعداد ا لحقيقي ولكن هذا غير مرغوب في معظم 
الحالات. بغض النظر عن طريقة ihlu‏ هذه الأعداد اللانهائية. Ve]‏ ستجعل 
العمليات الحسابية أصعب ما هي عليه الآن: في البداية يوجد عملية مستحيلة 
واحدة هي القسمة عل الضقر ولكن Ule B‏ هذه العمليه St‏ قاتا تحمل de‏ 
عمليات مستحيلة أخرى . 


المجموعات ۷ 


تمرين (Y-Y)‏ 
ابحث نتائج تقديم الأعداد e‏ + وه -, بحيث « + = ج إذا كانت 0<ه» 6 —= 


EB 


0 
إذا كانت .a«0‏ 
هل يمكن اعطاء معنى معقول ل )99 -) + o‏ ؟ وكذلك ل c)‏ +).0؟ 
إذا كانت المجموعة محدودة من أعلى ومن أسفل فنقول إنها محدودة. المجموعة 
غير الخالية والمحدودة E‏ تتميز بأن كلا من ٤۸۴و‏ 5 مده نہائي أو leb‏ محتواة في فترة 
نبائية (a, b)‏ . 
القد افترضنا عند مناقشتنا للحدود العليا والسفلى ان المجموعات غير خالية. 
لكي نتفادى الحالات الخاصة عندما تكون المجموعة خالية» ستتفق على أنه إذا كانت 
E‏ خالية فإن & -= 8 مدو و ۵ + = 1018 . هذا الاصطلاح يمكننا من أن نقول أن 
sup (E U F)‏ يساوي العنصر الأكبر من supF ssup E‏ بدون ضرورة فحص ما إذا 
كانت المجموعات AE‏ ۴ خالية . 


تمرين (£-Y)‏ 
إذا كانت E‏ غير خالية. فبرهن أن Ol, cinfE > supE‏ العلاقه تصبح فعلية (>) إذا 


MONUIT تحوي‎ E كانت‎ 


Y‏ - المجموعات القابلة وغبر القابلة للعد 
E‏ . وهذا يعنى LAU‏ ما نتوقعه» أى نشير إلى عناصر Lea [Al E‏ ويك Jod‏ 


1[ . . بمعنی اخر» نرقم عناصر 8 بواسطة الأعداد 5,4,3,2,1 . بلغة 
الرياضيات نقول إننا وضعنا ٤ pole‏ في BL‏ أحادي مع الأعداد 5,4,3,2,1 . 


لنفرض أن E‏ مجموعة الأعداد الزوجية الموجبة . في هذه الحالة, لا نستطيع استهلاك 


^ المدخل إلى الدوال الحقيقة 


lay‏ كل عتصر من #بعده سح تلق هاعلينا إلا أن ترق قل عدد زم 
بالعدد الذي يساوى نصفه. أي أننا نربط العدد 2n‏ بالعدد ه . حيث إنه من الممكن 
إيجاد تناظر أحادى بين الأعداد الزوجية والأعداد الصحيحة كلها مبذه الطريقة, 
فيمكن القول ub‏ يوجد نفس العدد من المجموعتين» بدون تحديد sde‏ عناصر هذه 
المجموعات . 

إن أهمية هذا المفهوم تأتي بالدرجة الأول من وجود مجموعات لايمكن عدها 
وعل هذا الأساس يمكن تصنيف المجموعات حسب إمكانية عدها أوعدمه. يمكن 
اعتبار المجموعات غير القابلة للعد «أكر من المجموعات القابلة للعد». (كما رأينا 
قبل قليلء المجموعة قد لا تكون أكبر من إحدى مجموعاتها الجزئية الفعلية بهذا 
المفهوم الجديد). قبل أن نبرهن على وجود مجموعات غير قابلة للعد» سوف نحتاج 
إلى بعض المصطلحات الحديدة وسوف نعطى أمثلة إضافية لمجموعات قابلة للعد. 

M أن انهم عام يها ف فار ساد مم‎ INTERES 
بالعدد 1 . وهذه المجموعة قد لا تكون‎ fas الأعداد الصحيحة الموجبة المتتالية والتى‎ 
TIC ca RIS LR aaa سمه‎ a 
قابلة للعد. (المجموعة الخالية قابلة للعد أيضا: حيث المجموعة‎ Le] مجموعة نقول‎ 
نستطيع كتابة عناصر‎ . (AJU ا لجزئية المناسبة من الأعداد الصحيحة هي المجموعة‎ 
حيث × تمثل أي عنصر‎ Xi Xa Xs, مجموعة غير خالية وقابلة للعد على النحو التالى‎ 
من المجموعة والرموز السفلية تمثل الأعداد الصحيحة المتتالية المستخدمة في عد‎ 
المجموعة إذا بدأنا بعد مجموعة قابلة للعد فإما أن نصل إلى عنصر أخير أو تستمر‎ 
عملية العد إلى مالانجاية. في الحالة الأولى» نقول إن المجموعة منتهية وفي الحالة‎ 
الثانية نقول إن المجموعة غير منتهية قابله للعد.‎ 

إن مجموعة الأعداد الصحيحة الموجبة والسالبة قابلة للعد» حيث يمكن ترقيم 
الأعداد الموجبة بواسطة الأعداد الفردية الموجبة وترقيم الأعداد السالبة بالأعداد 
الزوجية الموجبة على النحو التالي : 
العناصر 3 2 1 1- 4- 53- 
الترقيم Z Lo oS Se‏ 4 6 


الملجميورعات 4 


تمرين O-‏ 
برهن بطريقة مشابهة أن اتحاد أي مجموعتين غير منتهيتين وقابلتين للعد تكون قابلة 
Aa‏ . 

والآن نثبت أن النقاط الشبكية (Lattice)‏ في المستوي قابلة للعد. هذه هي 
النقاط التي إحداثياتها ETIT‏ مكلذ )1,2( 41 )5,18( , نستطيع أن نعد هذه 
النقاط بسهولة كا في الشكل التالي (لتبسيط الشكل» نوضح النقاط الشبكية التي في 
الربع الأول فقط. ولكن يمكن عد جميع نقاط الشبكية باستعمال تمرين )١-7«‏ عدة 


WE 0.2 
جد‎ 


(0,1) ED (2.0) 
^X o 9 "d. ر‎ > (2. 0) 


بدون رسم الشكل» يمكن أن نتصور تجميع جميع النقاط الشبكية (m, n)‏ 
بحيث m + ١‏ تساوى 3.2,1,0. ... وبعد ذلك نعد المجموعات واحدة بعد الأخرى . 
كل مافعلناه في الشكل هو تمثيل نقاط الشبكية في الربع الأول كاتحاد فئة قابلة للعد 
من مجموعات قابلة للعد: المجموعات هى الصفوف الأفقية المتتالية . 

يكن مراسة جموعات SÍ‏ فيد ls,‏ بانشخدام الحفيقة القائلة إن كل 
مجموعة جزئية من مجموعة قابلة للعد تكون قابلة للعد. بعبارة أخرى. النظرية تقول 
إذا أمكن ترقيم عناصر مجموعة ببعض الأعداد الصحيحة الموجبة بشرط أن يستعمل 
كل منها مرة واحدة فقط e‏ فإنه يمكن ترقيم العناصر باستعمال جميع الأعداد الصحيحة 
الموجبة. للتأكد من dia‏ لاحظ أن كل عنصر من المجموعة الجزئية المعطاة من 
المجموعة القابلة للعد يرتبط بعدد صحيح موجب. خذ العنصر المرتبط بأصغر رقم 
واعطه الرقم الجديد 1 ؛ بعد ذلك خذ العنصر المرتبط بأصغر رقم من العناصر المتبقية 
(إذا بقي عناصر ( واعطه الرقم الحديد 2« وهلم جرا. 

الآن نرى بسهولة أن الأعداد النسبية الموجبة تكون مجموعة قابلة للعد. يمكن 


Ar‏ المدخل إلى الدوال الحقيقة 


كتابة أي »3 q——‏ موجب في صورة dc T$‏ أبسط صورة. 
حيث p‏ ,و أعداد صحيحة موجبة. إذا ربطنا الكسر Xu‏ بالنقطة الشبكية 
(3,11) » وبشكل عام Ja y‏ بالنقطة c (p,q)‏ وهكذا نحصل على تناظر أحادي بين 
الأعداد النسبية ومجموعة جزئية من نقاط الشبكية» أي مع مجموعة جزئية من مجموعة 
قابلة للعد. إذن الأعداد النسبية الموجبة تكون مجموعة قابلة للعد. 


تمرين (Y-Y)‏ 
اثبت أن اتحاد أي فئة قابلة للعد من مجموعات قابلة للعد تكون قابلة للعد. 

وهذا dis‏ أصعب يتعلق بالأعداد الجبرية: هذه هى الأعداد (حقيقية أو 
مركبة) والتي يمكن أن تكون جذور لكثيرات حدود عواملها أعداد صحيحة Jte)‏ 
جميع QV3 *- VT,i, V2 «al FERT‏ لكي نيرهن أن مجموعة الأعداد الجر ية 
قابلة للعدء نلاحظ أولا أنه يوجد مجموعة قابلة للعد فقط من كثيرات الحدود الخطية 
بعوامل صحيحة. وكذلك مجموعة قابلة للعد من كثيرات الحدود من الدرجة الثانية 
بعوامل صحيحة وهكذا . 


تمرين (Y-Y)‏ 
برهن صحة الحملة السابقة. 

إن عدد جذور كثيرات الحدود والتى درجتها n‏ وعواملها صحيحة لايمكن أن 
يزيد عن 4Aesn‏ فإنها iU lee‏ للعد. لذا فإن طائفة جذور كثيرات الحدود من 
جنيع الدرجات وبعوامل صحيحة تصبح مجموعة قابلة للعد من مجموعات قابلة للعد 
وعليه فإنها قابلة للعد. | 

وكمثال أكثر تجريدا نأخذ جميع المجموعات الجحزئية المنتهية من مجموعة معينة 
قابلة للعد: مجموعة المجموغات الحزتية المكونة من عنصر واحد قابلة للعد. كذلك 
مجموعة المجموعات الجزئية بعنصرين قابلة للعد. وهكذا. نحصل مرة أخرى على 
مجموعة قابلة للعد من مجموعات قابلة للعد. CS)‏ سنرى فيا بعد المجموعة المكونة 
من كل المجموعات FIH‏ من مجموعة لانهائية وقابلة للعد غير قابلة للعد) . 


١١ الجمرعغات‎ 


يمكن استعمال مفهوم قابلية العد أحيانا لإثبات وجود بعض الأشياء ذات 
(العدد غير LE‏ يسمى NU‏ تسافا Trascendental‏ ( الأعداد الحقيقية ا لحر à‏ 
كي نعرف قابلة للعدى T Ue‏ البداية اخ معدوده ومكتوبة علي شكل Js S‏ 
عشرية. لكي نبسط الرموز وبدون (cols JU JAYI‏ سنقتصر فقط على الأعداد 
یس 1;0 u‏ 
يمكن تمثيل أي عدد حقيقي بين 0 1 بواسطة کسر عشر ی Wai‏ 
8 تح 1/7 


n —3 = 0.14159265358979323846 


وبالعكس › كل كسر عشري من هذه الصيغة يمثل عددا حقيقيا بين 0 ,1 
» إذا كتينا مثال. 


x = 0.123456789101112131415 


فإن ×بالتأكيد عدد حقيقي بين 0 C1,‏ بالرغم من عدم قدرتنا على ربطه مع أي الأعداد 
المعروفة لدينا. (للمزيد من التفاصيل حول الكسور العشرية انظر الحزء 5) . 

لنفرض أننا عددنا جميع الأعداد الحقيقية الجبرية بين 0 C1,‏ إذأً يوجد الأول 
الثاني » الثالث. وهكذاء دعونا نسميها ,2:,2,: .... من هذا نحصل على عمود من 
الكسور العشرية» ally‏ قد تبدأ بشيء كالتالي : 


a, = 0.215367 .... 
a; = 0.652489 .... 
a; = 0.061259 ... 


a, = 0.300921 .... 


هذه القائمه تحوي جميع الأعداد الجبرية بين C10‏ أي أن كل عدد جبري سيظهر 
في هذه القائمه عاجلا أو أجلا. نستطيع OYI‏ بسهولة أن نصنع كسرأ 


١‏ الملدخل إلى الدوال الحقيقة 


عقرياً ل يظهمر فق هذه القائمة ابا وعليه "PNEU‏ 
فمثلاء إذا كتبها 0.5655 کون پدانا بکسر عشرى ALME‏ عن à‏ 
في الخانة العشرية CE‏ ويختلف عن ده في الثانية وعن as‏ في الثالثة وعن à,‏ 
في الرابعة» وطبعاً هذا العدد يختلف عن كل من الأعداد الأربعه. نستطيع الاستمرار 
حيث نضع 35( الخانة n‏ إذا كانت a,‏ لاتساوي 5 ونضع 6 في الخانه n‏ إذا كانت a,‏ 
تساوي 5. الكسر الناتج يختلف عن كل a,‏ الخانة ١‏ ولذا فإنه 
لايمكن أن يظهر في قائمة الأعداد الجبرية ولذا فهو غير جبري . 

نستطيع أن نصف العملية السابقة بصورة موجزة إذا جعلنا أرقام العدد 
الجر يالنوني نجوه 2 ۰ — القدة الخديك: > bz 0. bjbjb,‏ ,خت 
5خ b,‏ إذا كان S‏ ةو 5,56 I3]‏ كان lY). ipa =S‏ أنه لايوجد أهميه خاصه 
للعددين 6,5). 

ER‏ نسمع الاحتجاج على هذا البرهان وإنه «برهان وجود بحت» ولايعطي 
أي مثال صريح لعدد متسامي . هذا غير صحيح . على الأقل من حيث المبدأ نستطيع 
أن نعد الأعداد الجبرية بصورة صريحة ونوجد مفكوكاتها العشرية ومن هذا 
يمكن كتابة عدد متسامي واحد على الأقل إلى أي عدد مرغوب من 
انالف العقرية, السب ق أن الله نلا توغ ها Ro‏ 
من العدد الذي نتحدث عنه هو ظهور ني حالات كثيرة ولذا فإننا 
عرف E‏ عدف فا حسمت قبعة [ل بشمعة آلف من انات العشرية *. 

له Lay‏ عل وجو ade‏ عقتس آمن » لى قنك lade ol‏ عتا 
هو في الحقيقة متسامى صعب جداً: هذه مسألة في نظرية الأعذاد وتتظلب 
فا مساق هخ الووساة السسظ EO p‏ هنا إن تسامي 
de e 32 JI‏ 3438 لاسن به من االصعوبة c P‏ — 
ue "rw p JP TUM TTE‏ ؛ وفي الحقيقة لاأحد يعلم 
فيا ذا كان العده © سافنا E‏ إذ1 کان غير — 
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MT المجموعهات‎ 


هناك عدد متسامى اخر وهو ...0.10100100000010 حيث span! Ag‏ 
ishti dca Loa‏ في الخائة Lii, JE‏ هذا الععة Leld‏ أبسظ 
من × أو ٤‏ حيث نستطيع أن نحدد أى من أرقامة بدون صعوبة شديدة eus‏ لانستطيع 
عمل الشىء نفسه بالنسبة alae SU‏ أوء . 

إذا Lat‏ في برهانا السابق خول وجوه أغداد متساميةء UB‏ ستجد tol‏ 1 
نستعمل أي خاصية للأعداد الحر ية ماعدا كونها قابلة للعد. بنفس الطريقة. 
نستطيع إثبات أنه إذا كانت 8 أي مجموعة قابلة للعد من الأعداد الحقيقية بين 1.0 
فلابد من وجود عدد حقيقي بين 1,0 لاينتمي إلى 5 . إذاء لايمكن لأي مجموعة قابلة 
للعد أن تستهلك مجموعة الأعداد الحقيقية بين 1,0 » بمعنى آخر نقول إن مجموعة 
الأعداد الحقيقية بين 1.0 ليست قابلة للعد. 


تمرين (”5-7) 
لايوجد أهمية خاصة للفتره )1 ,0( بالذات» Jae‏ بالنقاش السابق أو استعمل النتيجة 
لتبرهن أن مجموعة الأعداد الحقيقية في أي فترة مهما كانت صغيرة غير قابلة للعد. 


تمرين (e-*)‏ 
برهن أن مجموعة الأعداد الحقيقية في (1 ,0) والتى لايحتوي مفكوكها العشري على 
الرقم 3» غير قابلة للعد. (العدد هنا ليس له أي أهمية مهميزة) . 

لقد عرفنا مجموعة بأنها منتهية إذا كانت abl‏ للعد ولكن ليست لانهائية قابلة 
للعد. من الطبيعي أن نسمى مجموعة لانهائية سواء كانت قابلة للعد أو غير قابلة 
للعد مادامث غير مننهية. أي مجموعة غير منتهية تحتوي علي مجموغة جزئية Qu‏ 
قابلة للعد. لنثبت هذاء نختار عنصرا أولا Xi‏ بصورة عشوائية . المجموعة لاتزال 
XLV‏ بعد أن أخذنا العنصر xí‏ منها (FU)‏ » نختار عنصر اخر X;‏ من المجموعة 
المتبقية وتستمر في تكرار هذه العملية . هذه العملية لاتنتهى أبدأ (لماذا؟) إذأ مجموعتنا 
الأاسيلة ن عل المجمرعة اة اللؤتبائية والقابلة تلعف ,وار . 


١‏ الدحل إلى الدوال الحقيقة 


تمرين )٦-۳۴(‏ 
اجب على الأسئلة في الفقرة السابقة . 


تمرين (Y-Y)‏ 
إذا كانت E‏ مجموعة لانہائية و۴ هي المجموعة 5 بعد حذف أحد عناصرها فاثبت وجود 
bts‏ أحادي بين المجموعيتن . إذن يمكن إيجاد تناظر أحادي بين أى مجموعة لانهائية 

مع مجموعة جزئية فعلية منها. 


رين (^-Y)‏ 
عين تناظرا أحاديا بين فترة منتهية ومجموعة الأعداد الحقيقية . 

كتطبيق آخر للمفاهيم السابقه سوف نبرهن أن المجموعة 4 المكونة من جميع 
المجموعات الحزئية لمجموعة غير خالية ۴ هي «أكبر» من المجموعة ۴ . كلمة SÍ‏ 
هنا تعنى عدم وجود BLS‏ أحادي بين المجموعة A‏ والمجموعة E‏ أو أي مجموعة 
جزئية من E‏ سوف لانحتاج إلى هذه Rial‏ المستقبل ولكنها تبر ر ماذكرناه حول 
الطبيعة المتناقضة لمفهوم «مجموعة جميع المجموعات» . 


تمرين (A7Y)‏ ' 
اثبت أن مجموعة جميع المجموعات متناقضة مستخدما النظرية السابقة . 

في حالة المجموعات المنتهية نجد بسهولة مجموعتين جزئيتين للمجموعة المكونة 
من عنصر واحد (المجموعة نفسها والمجموعة الخالية)» ونجد كذلك أربع مجموعات 
جزئية للمجموعة المكونة من عنصرين (المجموعة نفسهاء مجموعتين تحتوى كل منها 
على عنصر واحد والمجموعة الخالية). وكذلك نجد Ol‏ مجموعات جزئية في المجموعة 
المكونة من ثلاثة عناصرء وبشكل عام يوجد ^2 مجموعات جزئية في المجموعة المكونة 
من n‏ من العناصر. إذن النظرية صحيحة في حالة المجموعات المنتهية» البرهان 
التالي ينطبق على جميع المجموعات التي تحوى عنصراً واحداً على الأقل . 

لتكن E‏ مجموعة بعنصر واحد على الأقل ولنفرض إمكانية إيجاد تناظر أحادي 


E المجمورعات‎ 


بين مجموعة جميع المجموعات ا حزئية في ۴ ومجموعة جزئية 11 في SE‏ بمعنی اخر» 
نفترض إمكانية تسمية المجموعات الحزئية »۴ حيث X‏ عنصر في H‏ بحيث نسمي 
كل مجموعة جزئية وبدون استعمال أي عنصر في 11 أكثر من مرة واحدة . سوف نحصل 
من هذا على تناقض lias‏ يدل على عدم وجود التناظر الأحادي uel‏ سوف نكوّن 
ispat‏ جزئية G‏ من E‏ على النحوالتالي. لكل X‏ من H‏ نفخص Fy‏ ونرى ماإذا 
كانت ۴ TI‏ × . إذا لم تكن F, X‏ فإننا نضع G (3X‏ (فمثلا العنصر × الذي 
Jag‏ .المجموعة الخالية» ينتمي إلى المجموعة eer cG‏ * التى تجعل ۴تساوى 
8لأيتتمي إلى ©). إذا © جموعة Apr‏ فعليةا من E‏ وحسب افتراضنا فالمجموعة 
6 ترتبط بأحد عناصر 11 وليكن cz‏ أي أن 6 هي ۴. ولكن من تعريف cG‏ 
إذا كان 2 من E,‏ فإن 2 لاينتمي إلى © ومنه نجد أن ,85+ 6. وكذلك I]‏ 
لم يكن ER dz‏ فإن 6 يحوي العنصر 2 بينما F,‏ لايحويه 
وة Lad‏ أن F,‏ * 6. وهكذا نستنتج من افتراضنا الأصل وجود 
تناقض وهو أن 6 تساوي F,‏ و 6 لاتساوى E,‏ وهذا يدل على أن 
الفرضية الأصلية غير ممكنة . النظرية السابقة تدل على أن مجموعات الأعداد الحقيقية 
أكثر من الأعداد الحقيقية نفسها. 

وبطريقة مشابهة يمكننا أن نثبت أن الدوال الحقيقية المعرّفة على الأعداد 
ا لحقيقية أكثر من الأعداد الحقيقية. 

OVI‏ نبرهن الحقيقة التى تبدو مدهشة وهي أن عدد النقاط على قطعة مستقيمة 
يساوي عددها في مساحة مربعة: أى أنه يمكن إيجاد تناظر أحادي بين الأعداد 
الحقيقية بين 1,0 وجميع النقاط في مربع . (النقاط في مربع أزواج مرتبة من الأعداد 
الحقيقية) الفكرة العامة للتناظر هنا سهلة : إذا كان لدينا عددان حقيقيان في صورتيه) 
العشرية فإننا نشبك أرقام العددين لنحصل على عدد حقيقي وبالعكس» نستطيع أن 
نحلل الصورة العشرية لأي عدد حقيقي ونحصل على زوج من الأعداد الحقيقية . 
لكى نجعل الصورة العشرية وحيدة» سوف نختار الصورة العشرية غير المنتهية عندما 
ds‏ هناك خيار: فمثلا نختار ... 0.243999 بدلا من ... 0.244000 . إن جعل الزوج 
المرتب (p, g)‏ حيث ... p = 0. pipops‏ » ... :رورو .0 = و يناظر العدد ... يويم,ورم .0 


١‏ المدخل إلى الدوال الحقيقة 


اب أن ينجح › فمشاد العدد ... 0.13201020 يناظر (p, q)‏ حيث ... 0.1212 = م 
... 0.300 = بن والآأخير عدد عشري غير مقبول حسب اتفاقنا - نستطيع أن نتحاشى 
هذه الصعوبة بسهولة . ماعلينا إلا أن نضم كل رقم لايساوي الصفر إلى سلسلة 
الأصفار التى تسبقه مباشرة ونعامل هذه المجموعات من الأرقام كوحدات مستقلة . 
OY! BL 0.13201020 .. EO‏ الزوج q = 0.3001... sp = 0.1202 ... «a (p,q)‏ 
ger‏ الزوج (p,q)‏ حيث ... 0.003100054 = meu = 0.100359... » p‏ ا حقيقي 
... 0.003110030005549 . 

كثيراً مايصعب تحديد تناظر أحادي بين مجموعتين» وقد يكون أسهل علينا 
إيجاد تناظر أحادي بين كل مجموعة ومجموعة جزئية من الأخري . نظرية شرودر - 
برنشتاين التالية (Schroeder-Bernstein theorem)‏ مفيدة في هذه الحاللات. إذا كان 
لدينا مجموعتان ‏ ,8 وأمكن ايجاد تناظر أحادي بين A‏ ومجموعة جزئية من 8 وكذلك 
bls‏ أحادي بين 8 ومجموعة جزئية من 4 فإنه يوجد تناظر أحادي بين A.‏ ,8“ . 

لنفرض في البداية أن المجموعات الحزئية في A‏ .8 المذكورة في النظرية لاتساوي 
ولا فلس Cu‏ اتكس Cd‏ تماظي ان cols‏ الأول 
بين ۸ ومجموعة جزئية من 8 (نسميه (S‏ والآخر بين 8 ومجموعة جزئية من A‏ 
(نسميه 7). خذ أي عنصر ره في A‏ واوجد صورته bi‏ في 8 بالتحويل eS‏ ثم اوجد 
صورة bi‏ بالتحويل T‏ ولتكن ده وهلم جرا. هذه العملية قد تعود بنا ap d]‏ بعد 
عدد منته من الخطوات وقد لاتنتهي أبداً. ولكن الشىء الذي لايمكن حدوثه هو أن 
سل عل سا من الاسر الى ام مع اشا ا الا يكين يديد 
لوحدث هذا فإن T‏ تحمل bi‏ إلى دة وحمل بط إلى ده . هذا يتناقض مع كون 1 تناظرا 
أحاديا Yi‏ إذا كان b,‏ رط s‏ هده الخالة نحن أن بةك ة. كذلك قد e‏ أن 
يكون a,‏ صورة لأحد عناصر 8 بالتحويل 1و هذه الحالة نستطيع أن نمدة السلسلة 
(chain)‏ من a,‏ في الاتجاه الآخر بصورة قد لاتنتهي . إذا بقي أي عنصر من UPA‏ 
ناخذه وندأ سلسلة جديدة. | | 

بهذه الطريقة نحصل على تجزئة لعناصر ۸ في مجموعات منفصلة : A‏ تتكون 
من العناصر التي تنتمي إلى سلاسل مكونة من زوج من العناصر (أي 


MV الحمرعات‎ 


به عت (a o bi‏ ها تتكون من العشاضر الى تنتمى E‏ سلاسل مكونة 
من زوجين من العناصر a gi)‏ = رط + يه حل رط ال (a‏ .. إلخ 
كذلك قد يوجد عناصر في A‏ تنتمي إلى سلاسل لانهائية. 
هتاك CaL el X56‏ من السلاسل اللآنبائية: هناك سلاسل Jal eaim‏ 
في 4 بحيث لايتحول أي من عناصر 8 إليه بتاثير (T‏ وسلاسل 
بعنصر أول في 8 . وأخيراً سلاسل ليس لا عنصر أول. نسمي 
هذه المجموعات و A, A-‏ على الترتيب. المجموعات Ap A‏ ,رك A , ... , Ag‏ 
منفصلة وكل عنصر في ه ينتمي إلى واحدة منها. B, GSI‏ مجموعة عناصر 8 الى 
تس إل سااسل توي عل غتاصر من LA.‏ سيك Lui of leni s]‏ ال ا 
من عنصر في 8 بدلا من عنصر في ۸ فإننا نجد أن B,‏ مجموعات منفصلة وكل pas‏ 
في 8 ينتمي إلى واحدة منها . 

من الواضح أن Ai‏ و ,8 متناظرتان أحادياً. ۸ تحوي زوجا من عناصر A‏ 
مرتبطة بزوج من عناصر cB:‏ نجعل A;‏ تناظر B;‏ وذلك بربط العنصر الأول من زوج 
A‏ بالعنصر الأول من زوج 8 وهكذا . نستمر بنفس الاسلوب مع B. j Ax‏ لجميع قيم 
-<. كذلك نضع As‏ في تناظر أحادي مع ,8 وذلك بالتعامل مع كل سلسلة 
على حدة. اربط العنصر الأول ap‏ بصورته ,اء اربط ية بصورته b;‏ وهكذا. 
بمعنى اخر استخدم S‏ لتحويل As‏ إلى 8. لاحظ أننا هنا نستخدم كون السلاسل 
في Ao‏ غير منتهية . بنفس الطريقة» نستخدم BU LEYT‏ أحادي بين A,‏ 
Pe Baa‏ ۸۰ و D EB.‏ من سلاسل غير منتهية من الطرفين هنا نستطيع 
استعمال 5 أو T‏ . مبذا نكون قد أوجدنا تناظرا أحاديا بين Ak‏ و By‏ المرافقة لما وهذا 
يثبت وجود تناظر أحادى بين A‏ و B‏ . 

كتطبيق لنظرية شرودر - برنشتاين» سوف نبرهن أن المجموعة المكونة من 
جميع مجموعات الأعداد الطبيعية الموجبة تساوى مجموعة الأعداد الحقيقية من حيث 
العدد (تذكر أن مجموعة المجموعات المنتهية من الأعداد الطبيعية الموجبة مجموعة 
لانهائية قابلة للعد) . في البداية» إذا كان لدينا عدد حقيقى بين 1,0 فإننا نكتبه في 
صيغة عشرية غير منتهية» مثل ... 0.20015907 . هذا me‏ يعين مجموعة الأعداد 


۱۸ المدخل إلى الدوال الحقيقة 


التالية 20 ,10000 ,500000 ,9000000 , ... وبشكل cele‏ إذا ظهر الرقم 0 * ه في الخانة 
العشرية النونية للعدد pr‏ نضيف إلى جموعتنا العدد الذي صيغته العشرية د متبوعة 
بنون من الأصفار. على هذا الأساس. نحصل على مجموعة من الأرقام المختلفة وأي 
عددين مختلفين يعطيان مجموعتين مختلفتين من الأرقام . 

M جج سين عن عتحرمات‎ ENT TII PIE. 
الطبيعية الممكنة. ولكن دعونا نأخذ مجموعة اختيارية من الأعداد الطبيعية ولتكن‎ 
العائنة... آلا فب ادد‎ Rs MIU S ينا‎ Lus عددا عطقي‎ Dod سوق‎ 8 
. (العدد مكون من الأعداد الطبيعية بترتيبها الطبيعى)‎ u = 0.123456789101112 ... 
NT فإننا نستبدله في نا بسلسله من الأصفار. على سبيل‎ 5 in إذا ظهر الرقم‎ 
AS bL الحقيقي الذي‎ 3d. xJ] 315 — (1, 8, 12, 13, 17] 4x25 اذا‎ 
0.02345670910110000141516001819 ... 
وإذا كانت 5 تتكون من الأعداد الموجبة الزوجية فإن العدد المنشود يكون‎ 
0.10305070900110013 ... 

وهكذا نحصل على تناظر أحادي بين مجموعة الأعداد الطبيعية بكاملها 
ومجموعة معينة من الأعداد الحقيقية وكذلك تناظر أحادي اخر بين مجموعة الأعداد 
الحقيقية بكاملها ومجموعة معينة من مجموعات الأعداد الطبيعية . من نظرية شرودر 
- برنشتاين» نستنتج وجود تناظر أحادي بين المجموعة المكونة من مجموعات الأعداد 
الطبيعية ومجموعة الأعداد الحقيقية . 


تمرين ACT)‏ 
برهن أن مجموعة متواليات الأعداد الحقيقية تساوي مجموعة الأعداد الحقيقية من 
حيث العدد. 


ع - الفضاءات المترية (Metric Spaces)‏ 
الفضاء مفهوم مرادف لمفهوم المجموعة إلا Ul‏ في الفضاء نركز على المجموعات 
الجزئية . عندما نصف مجموعة ما بأنها فضاء فإننا في العادة نضع شروطأً إضافية على 


١ 4 المجميرعات‎ 


عناصر المجموعة. الفضاء المتري مجموعة (غير خالية) حيث نستطيع الحديث عن 
المسافة بين نقطتين . إنه تعميم للمستقيهات والمستويات والفراغات» حيث نحتفظ 

نشترط أن تحقق المسافة بين نقطتين الشروط التالية (المسافة الإقليدية المعتادة 
تحقق هذه الشروط (lub‏ : المسافة عدد حقيقي غير سالب وتكون صفرا إذا تطابقت 
النقاط clas‏ المسافة تبقى نفسها في كل من الاتجاهين الممكنين» p‏ ضلعي 
مثلث يساوي الضلع الثالث على الأقل. إذا رمزنا للمسافة بين النقاط y. x‏ بالرمز 
os d(x, y)‏ 

-0cd(x,y)z0. (V)‏ (< ,عل . 0< (نز,عل إذا وج ×(الخاصة الإيجابية) 

d(x, y) = d(y,x) (Y)‏ إخاصية التناظر) 

ALI) d(x, z) > dx, y) + d(y,z) (Y)‏ اجحة المثلثية) 

الكثير من الخصائص المندسية ترتكز على هذه الخواص الثلاث فقط . ales‏ 
فإن الكثير من النظريات حول الفضاء العادي تبقى صحيحة في فضاءات اخرى 
ختلفة GU‏ حيث النقاط ليست Dis‏ عادية ولكن قد تكون دوال .| LA‏ 
استخدام اللغة الهندسية في الفضاءات المترية تجعل الكثير من المفاهيم حدسية 
uis,‏ قد تضلل أحيانا . 

هذه بعض الأمثلة البسيطة للفضاءات المترية. الفضاء الإقليدي أحادي 
البعد Ry‏ وهو مجموعة الأعداد الحقيقية حيث d(x, y) = x - y|‏ . الفضاء الإقليدي 
ثنائي الأبعاد. :8 وهو مستوى المندسة التحليلية والمسافة هى المسافة العادية. 
النقاط هنا أزواج مرتبة من الأعداد الحقيقية c Ay‏ يعني أن (x. v)‏ لايساوى 
(×.۷) ) . المسافة من G8. y)‏ إلى G6. Y2)‏ تساوي 


(x, — xy + (yi - y2)^ 


وبنفس الطريقة نعرف الفضاء الإقليدي بنون من الأبعاد ,8 . 


Ye‏ المدخل إلى الدواا, الحقيقفة 


تمرين l )١-4(‏ 
إذا استعملنا النقاط ولكن غير نا تعريف المساءة فإننا نحصل على فضاء جديد . فمثلا 
إذا كانت المسافة على Ra‏ تساوي yal‏ - روا + x, - xal‏ فاثبت Lf‏ نحصل على فضاء 
متريء أوجد مثلثاً مجموع ضلعيه يساوي لضلع الثالث» وارسم المحل ال هندسي 
للنقاط التى تبعد الوحدة عن )0,0( . اعمل الأشياء السابقة إذا كانت المسافة تساوي 
القيم الكبرى من [xi = xol‏ و Yl‏ = برا 
في الأمثلة الثلاثة التالية ستكون عناصر الفضاء متتاليات Se‏ من 
الأعداد. با أن عناصر R‏ متتاليات بنون مر colas E‏ فإنه يمكن اعتبار «فضاءات 
المتتاليات» هذه تعميم لانهائي الأبعاد للفضء ,۸. 
الفضاء .© يمثل جميع المتتاليات التي نتقارب إلى الدسفر. نقاطه متتاليات من 
الأعداة: .كرا tim 2-0 um‏ إذا AJUx D Ure;‏ بالرمز OB «x‏ 
المجافة d(x, y)‏ تساوى ولا — yn . Supa = 1 [Xa‏ إذا كانت (. . ,1/5 x = (1,15, —15,—V4,‏ 
و „d(x, y) = 4 òy ={1, — 1, 0, 0, ...١‏ 
الفضاء :هو مجموعة المتتاليات المحدو.ة . عناصره متتاليات من الأعداد ولكن 
يشترط أن تكون محدودة . المسافة مثلها في الفدساء .© . إذا كانت (... ,0 ,0,1 ,1( = x‏ 
3 الاق ,8,9,2,6 ,1 ,0,4 - eee y‏ لاجةد بوسالبه از i ou Ja‏ هنا 
لايمكن عساب السافة d(x, y)‏ إلا إذا عرفا المويد عن i SS RAS‏ و . là]‏ 
Lade‏ أن 3 = ولاه 5 ووو 8 د رب 9= yo‏ فإننا نلاحظ أن 9= dx, y)‏ حيث 
إنها أكبر قيمة تمكنة . 
الفضاء 12 يرمز للمتاليات zgo all‏ مربعات أحداثياتها متقارب . العناصر 
هنا UU‏ مثل gars [xc No Xie)‏ کے ھچ Box‏ ا ر TP‏ 
المسافة P» Leb a(x, y)‏ , لكي نثبت المثر اجحة المثلثية في هذه 
الحالة نحتاج إلى مثر اجحة منكو سكي (Minkowski's Inequality)‏ : 


d(x, z) = {E (xp 729!" 
= [E {(xn - Yn) + (Yn — 7 
< (X (x, - yi" (Z(y, — 2,))^ 
= d(x, y) + d(y z). 


الآن نأخذ بعض الفضاءات المترية والى نقاطها دوال . 
الفضاء © يمثل الدوال المتصلة العرفة على الفترة المغلقّة ]0,1[ . عناصره دوال 
متصلة x(t)‏ = × حيث 1 > ا > 0 والمسافة 


d(x, y) = max |» (t) -y(0) 


2 
E 


. d(x, y) =2 Ol y(t) = 2t — 1 gx(t) = cosa t فمثلاء إذا كانت‎ 

الفضاء B‏ هو فضاء الد.ال المحدودة المعرفة على )0,1( حيث 
d(x, y) = „Sp, lx - y(t)‏ . (علينا أن نكتب Y. sup‏ من max‏ هنا OY‏ 
as [x() - y(t)‏ لأياخحذ قيمته العظدى). فمثلاء إذا كانت x(t)‏ تساوي I7n^'‏ 
على الفترة E‏ - .( حيث ... ,2 ,. = EEO gn‏ الدالة التى isb‏ القيمة الوحيدة 
صفر على الفترة )1 ,0) 3(x, 0) = 1 O3‏ . 

فضاء الدوال المتصلة على فثرة Xon‏ مثل ]0,1[ يعطى G Ae ELS‏ إذا كانت 
المسافة 


d(x, y) = 1 x(t) — volt | 


تمرين (5-4) 
أي مجموعة جزئية AR)‏ خالية) من فضاء متري تكون فضاء متريا بنفس المسافة 


YY‏ المدخل إلى الدوال الحقيقة 


)"-4( om 
d(x, y) = 1 يمكن جعل أي مجموعة غير خالية فضاءً متريا إذا عرّفنا عليها المسافة‎ 
, d(x, x) = 0 لا # عادو‎ ll 


8 = المحموعات المفتوحة والمغلقة 

هناك العديد من المجموعات المامة في الفضاء g Al‏ والتي تحتاج إل أساء غخاصة. 
سوف تخصص الأجزاء 5 ,6 ,7 هذه المجموعات اطامة . 

إن جوار نقطة × ماهو إل تعميم لمنطقة دائرية مركزها × : إذن الجوار مجموعة 
النقاط lly‏ بعدها عن نقطة * أقل من عدد موجب معين + » أي y) > r‏ ,»)ل . d‏ 
الواقع » جوارات ×في R‏ هي الأقراص الدائرية المتمركزة حول × . في الفضاء ,۸ » 
تصبح الفترات التي مركزها × » وفي (Rs‏ تصبح كرات مجسمة. إذا كانت 1 > : 
ob‏ الحوارات في فضاء التمرين (85-") تصبح نقاطا وحيدة . 

نقول عن مجموعة lel‏ حدودة إذا كانت داخل جوار ما. فمثلا الفترة 
)1 .0) في R,‏ محدودة» بينم الفترة (* ,1) غير حدودة . هذا التعريف يتفق مع التعريف 
الذي استعملناه في السابق في حالة الفضاء CR.‏ أي أن المجموعة المحدودة لما أصغر 
حد أعلى وأكير حد أدنى ولكن هذه الخاصية غير صحيحة في الفضاءات المترية 
شك ple‏ 


تمرين (ه-١)‏ 
صف TE‏ الفضاء © . 


تمرين (Y-0)‏ 
صف الحوارات في الفضاء المكون من نقاط R‏ حيث الإحداثيات أعداد صحيحة 
إذا كانت E‏ مجموعة في فضاء متري و × تنتمى إلى GPE‏ نقول إن × نقطة 
داخلية من E‏ إذا وجد جوار حول cgo) x‏ كان صغيرا) جميع نقاطه تنتمي إلى المجموعة 


YT المجموعات‎ 


E‏ . الهدف من هذا التعريف هو إعطاء مفهوم «داخل مجموعة» بحيث يتفق مع 
مفهومنا الحدسي لمعنى «الداخل» وهذا التعريف ناجح إلى حد كبير في الفضاء Ra‏ 
مثلا. (JU de de‏ مجموعة (x, y «R; bU‏ حيث 1 > ×> 0و1 > > 0 
تكون مربع وداخله يتكون من جميع نقاط المربع التي لاتقع على محيطه . على العكس 
من ذلك. مجموعة النقاط القياسية على ,۸ ليس ها نقاط داخلية على الإطلاق . 
في التمرين )£ CY‏ أخذنا فضاء من نقاط اختيارية حيث المسافة d(x. y)‏ إما | 
أو 0 حسب ما إذا كانت y‏ ×أو y‏ = × . فى هذا الفضاء أي نقطة تنتمى إلى مجموعة 
لابد أن تكون نقطة داخلية فيها . في الحقيقة. إذا اعتيرنا أي "Hym T‏ 7 ی 
على Ll‏ فضاء مترى جديد فى حد ذ.ته بالمسافة الأصلية OP‏ جميع نقاطه تصبح (blä‏ 
داخلية في الفضاء الحديد. إذن مفهوم النقطة الداخلية لايعتمد فقط على المجموعة 
ls‏ على المضاء الذي تقع فيه المجموعة . 

لتكن E‏ مجموعة في فضاء متري» * ليست بالضرورة في E‏ ولكن كل جوار 
للنقطة legs) x‏ كان EF‏ يحتوي على نقطة واحدة على الأقل من A3) E‏ تكون 
نفسها) وكذلك نقطة واحدة على الأقل من C(E)‏ (قد تكون × نفسها أيضاً) . وف هذه 
الحالة نقول إن × نقطة حدية (Boundary Point)‏ للمجموعة E‏ . حدود UE‏ 
مجموعة النقاط الحدية ل LE‏ حدود المربع في R‏ هي مانتوقعه بالضبط . في (Ri‏ 
حدود الفترة [a.b]‏ أو الفترة (a, b)‏ تتكون من النقطتين .2 فقط . وهى أيضا حدود 
المجموعة المكونة من النقطتين b, a‏ , 

la V‏ أن مفهوم نقطة حدية لاعلاقة له بكون المجموعة محدودة. فقد تكون 
حدود ispat‏ غير cial‏ مجموعة غير خالية . EE‏ النقطة 0 حدية للفترة 
o9)‏ ,0) € إذا Upal‏ ,1 مجموعة جزئية من R‏ فإنها حدود نفسها. على العكس من 
cul‏ قد يحدث أن تكون حدود مجموعة محدودة وغير خالية. مجموعة خالية (ولكن 
هذا غير تمكن في Ri‏ أو (Ro‏ 


تمرين )١-8(‏ 
في فضاء التمرين (ه-7) اثبت أن حدود أي مجموعة تكون مجموعة خالية . 


YE‏ المدخل إلى الدوال الحقيقة 


تمرين )0-£( 
اثبت أن المجموعتين ۴ و A C(E)‏ نفس ال حدود . 


غريين )079( 
إذا كاتنت E‏ جموعة 3 B‏ شل حدود u E‏ فانسة أن حدود B‏ 


تكون مجموعة جزئية من CB‏ وأنها قد تكون مجموعة جزئية فعلية . 


(79) os 
N الخواز‎ ue فاذا تقك قولة‎ Lr نضصضف قطرة‎ cx ل‎ blo N ليكة‎ 
€ (ب) إذا كان الفضاء المتري اختيارياً‎ FR كان الفضاء‎ 13] (f) 

الجمرطة الى جيم اتقاظها ilo‏ تسبي مشر والجتموطة الى قري جيم 
bla‏ حدودها تسمي مغلقه. كا سنرى» المجموعة قد تكون غير مفتوحة وغير 
مغلقة » وكذلك قد تكون المجموعة مفتوحة ومغلقة في نفس الوقت هذه الأمور تعتمد 
على الفضاء الذي تنتمي إليه المجموعة» وعلى المجموعة نفسها كذلك . 


تمرين (V-09)‏ 
في الفضاء R,‏ الفترة (a, b)‏ مفتوحة (ولذا نسميها فترة مفتوحة)» والفترة [a, b]‏ 
مغلقة (ولذا نسميها فترة مغلقة) . 


(^-9) oap 
ذلك إذا كانت مجموعات جزئيه‎ Ae مفتوحةء مغلقة أو‎ (a, b) و‎ ja, 0] هل الفترات‎ 
FR فى‎ 


/4 - ات‎ om 
.۸, برهن أن الفترة )1 ,0[ ليست مفتوحة ولامغلقة في‎ 


Yo اللجمرعات‎ 


تمرين (ه-١٠)‏ 
اثبت أن المجموعة الخالية والفضاء كله يكونان (Glo‏ مفتوحة ومغلقة . 


(M79) تمرين‎ 
حيث‎ R (n n 9») cl al خدذ المضاء المري المكون من‎ 
أنه يوحل العديد من المجموعات المفتوحة‎ esl R, laag n =U Rm o — 

والمغلقة في نفس الوقت في هذا الفضاء . 


تمرين )١5-8(‏ 
هل مجموعة النقاط القياسية في Ri‏ مفتوحة. مغلقة أو غير ذلك؟ 


رین (M70)‏ 
إذا اعتبرنا مجموعة التمرين (YY-70)‏ فضاءا في حد eleli‏ بمسافة CR,‏ فاثبت أنه 


تمرين (ه-5١)‏ 
اثبت أن جميع المجموعات في فضاء التمرين e (Y-0)‏ مفتوحة ومغلقة في ان واحد. 


(1079) ga 
مفتهحة اذا كانت كا نقطة من 8 تنتمي الى م#جموعة‎ E اثبت أن المجموعة‎ 


(I-03 aud 
مفتوحة إذا وإذا فقط لم تحو أيا من نقاطها الحدودية.‎ A المجموعة‎ 


Y^‏ المدخل إلى الدوال الحقيقة 


رین (\V-0)‏ 
المجموعة مفتوحة إذا وإذا فقط كانت مكملتها مغلقة. 


تمرين (ه-18١)‏ 
المجموعة مغلقة إذا وإذا فقط كانت مكملتها مفتوحة . 


تمرين (ه-9١)‏ 

عرف نقطة نهاية للمجموعة E‏ بأنها نقطة x‏ (قد تنتمي أو لاتنتمي إلى (E‏ كل جوار 
ها يحتوى على نقطة واحدة على الأقل من E‏ غير النقطة × . أحياناً نسميها نقطة تجمع 
أيضا . المجموعة مغلقة إذا وإذا فقط احتوت على جميع نقاط تجمعها. 


تمرين (Y*79)‏ 
كل جوار لنقطة غباية للمجموعة E‏ يحتوى على oe 3Ae‏ من bU‏ 8 . 


تمرين (Y-9)‏ 
مجموعة نقاط النهاية لأي مجموعة تكون مغلقة . 


(YY=0) رين‎ 

اوجد نقاط النهاية للمجموعات الآتية في ,۸ : 
(f)‏ الفترة (1 ,0 (ب) المجموعة المكونه من ... ,4 ٠ 1, 16, Ys,‏ 
(ج) مجموعة النقاط القياسيه في (1 ,0) . 


تمرين (YY-9)‏ 
إذا كانت op (E = AUB‏ كل aly ika‏ ل LJE‏ أن تكون نقطة aly‏ ل A‏ أو نقطة 
اھ 

ادا كانت 1 دالة حقيقية متصلة ومعرفة على 53 8 حقيقية و © عدد حقيقى 


YV المجموعات‎ 


معطى OB‏ مجموعة النقاط ix‏ تحقق © > (×)]» هى مجموعة مفتوحةء أما 
المجموعات الق 32€ eli f() > C j| f(x) = C‏ مغلقة .. 

إن Aguas d‏ المفتوحة في R,‏ بسيطة. هذه المجموعات مكونة من عدد 
قابل للعد من الفترات المفتوحة المنفصلة. الكلمة قابل للعد هنا غير ضرورية: كل 
مجموعة من الفترات المفتوحة المنفصلة في LY R‏ وأن تكون قابلة للعد. حيث إن 
كل فترة تحتوي على عدد قياسى لايظهر في أي فترة أخري OB ades‏ مجموعة الفترات 
هذه في تناظر أحادي مع منموعة جزئية من الآعداد النسبية . 

إن البرهان المفصل لكون كل مجموعة مفتوحة غير خالية 6 في Ri‏ هي اتحاد 
فترات مفتوحة يمثل عملية شاقة ولكن الفكرة وراء المرهان بسيطة . با أن G‏ مفتوحة 
وغير خالية فإنها تحتوي على نقطة وكذلك جوار هذه النقطة . نأخذ هذا الجوار الذي 
هو فترة مفتوحة في أكبر شكل ممكن . إذا لم تستهلك هذه الفترة الموسعة جميع CG‏ 
فإننا نأخحذ نقطة جديدة وجوار لما في 6 ونكرر العملية وهكذا نستمر. مبذه 
الطريقة تأي على جميع نقاط 6 . 

لكي نعالج الموضوع بعناية أكثر» سوف نفرض أن G‏ 
محدودة وإلا فإننا نستطيع أن نغطي © بمجموعة قابلة للعد من الفترات المفتوحة ثم 
نجمع النتائج لتقاطعات 6 مع هذه الفترات . إذا bay‏ وجود أكبر فترة محتواة داخل 
G‏ وتحوي نقطة معطاة cx‏ فهذا يعني وجود أكبر فترة مفتوحة في 6 (يوجد عدد نهائي 
من الأطوال AST‏ من C1‏ كذلك يوجد عدد نهائى من الأطوال أكر من 1o‏ وهكذا) . 
إذا كانت الفترة EE E E O EEE E a‏ 
الأيسر. نكرر هذه العملية بالنسبه للفترات التالية الأصغر فألاصغر. من هذا نرى 
أن تمثيل G‏ كانحاد فترات مفتوحة تمثيل وحيد . 

بقى علينا أن نثبت وجود أكير فترة مفتوحة داخل G‏ وتحوي نقطة معطاة. 
laco‏ تود فترة مثل cel) (a, b)‏ جوار ل (x‏ داخل 6 . لتكن B‏ أصغر حد أعلى 
للأعداد b‏ حيث الفترة (x b)‏ في 6 . بنفس الطريقة. اجعل A‏ أكر حد أدنى 
للأعداد a‏ حيث (a, x) i jall‏ في 6 . نيا إن © غدودة B, A ol‏ أعداد شائية. إذن 


B وف هذه الحالة لن يكون‎ B إلى 6+ وإلا فإن 6 توي على جوار ل‎ eB 


YA‏ المدخل إلى الدوال الحقيقة 


خدا أعل للمجموعة الى عرف عن طريقها. بنفس الأسلوب نثبت أن ۸ Qe‏ 
rl‏ اشا إذن الفترة (A, B)‏ في G‏ ولايمكن تكبيرها بدون الخروج من 6 . 

إذا بحثنا عن مجموعات جزئية (غير المجموعة الخالية والفضاء بكامله) في R,‏ 
أو Ra‏ بحيث تكون مفتوحة ومغلقة فسنقتنع بعدم وجود مثل هذه المجموعات . 
سوف نثبت هذه الحقيقة مستقبلا . هذه الخاصيه في Ri‏ و Ro‏ (وبشكل عام (Ra‏ والتي 
تسمح بالمجموعات التافهة فقط OU‏ تكون مفتوحة ومغلقة تسمي الترابط 
(connectedness)‏ . نعرف هذه الخاصية T‏ البداية للمجموعات المفتوحة. المجموعة 
المفتوحة (وخاصة الفضاء بكامله) تكون مترابطة في حالة عدم إمكانية تمثيلها كاتحاد 
جموعتين مفتوحتين منفصلتين غير خاليتين . EO‏ في الفضاء CR,‏ اتحاد الفترتين 
المفتوحتين )14 ,0( و )1 ,)غير مترابط OY‏ كلا من الفترتين مفتوحة. غير خالية 
ومنفصلة عن الفترة الأخرى . 

وبشكل cele‏ نقول إن المجموعة E‏ مترابطة إذا كان من غير الممكن تغطية E‏ 
بمجموعتين مفتوحتين تقاطعاتها مع ilaia E‏ وغير خالية. هذا التعريف قد 
لايق اما مع R DITE N E TN‏ و Ra‏ مترابطة. إن مجموعة النقاط 
القياسية في R‏ غير مترابطة لأنه يمكن تغطيتها مثلا بالمجموعات المفتوحة المعرفة 
بالمتراجحات V2‏ <× و ۷27 > ×. على العكس من ذلك فالمجموعة الموضحة في 
الشكل والتى تتكون من المنحنى المتذبذب الذي يقترب من القطعة المستقيمة والقطعة 
المستقيمة نفسها مجموعة مترابطة. کا في شكل .)١(‏ 


)١( شكل‎ 


الجمرعات ۲۹ 


(الرسم البياني للمنحنى | )هن y=‏ مع القطعة 1 > « > 1- يعطي SIE‏ مماثلاً) . 
قد يبدو لأول وهلة إمكانية فصل المستقيم .1 الذي على يسار الشكل من بقية 
المجموعة. مثل ما نفصل فترتين مفتوحتين متجاورتين. ولكن أي مجموعة مفتوحة 
تغطي أي نقطة من ol LY CL‏ تحتوي جوارالنقطة من L‏ والجزء المتذبذب من 
المنحنيى يقطع أي جوار مثل هذا. ولهذا السبب نفسه» نجد أن المجموعة تبقي 
مترابطة لو احتفظنا بالنقاط القياسية من ا فقط أو النقاط غير القياسية من .1 . 
باستخدام مجموعات من هذا النوع. نستطيع الحصول على مجموعتين مترابطتين 
داخل مربع » إحداهما تصل بين رأسين متقابلين من المربع والمجموعة الأخرى تصل 
الرأسين الآخريين ومع ذلك تبقى المجموعتان منفصلتان . 

من الممكن أيضا الحصول على مجموعة مترابطة بالخاصية التالية : 

إذا أزيلت نقطة معينة فإن المجموعة الباقية لاتحوي أي مجموعة جزئية مترابطة 
على الإطلاق'. 

اللجموعة قد تكون مفتوحة أو غير ذلك حسب الفضاء الذي تنتمي إليه. 
ولكن يجب الا ze‏ من تعريف الترابط بدلالة المجموعات المفترحة.. إن جموعة 
معينة قد تتغير من مترابطة إلى غير مترابطة إذا أخذت في فضاء اخر. في aahi‏ 
خاصية الترابط تختلف عن خاصية الانفتاح حيث إن الأولى خاصية جوهرية 
للمجموعة . هذا يعنى أنه إذا كانت مجموعة مترابطة في فضاء معين فإنها تبقى Ra‏ ابطة 
aua cel‏ مر iL. of llb‏ لاسر عل Agni bs‏ 

سوف نيرهن كذلك على أن خاصية عدم الترابط تعتمد على المجموعة فقط . 
إفرض أن E‏ مجموعة في فضاء متري 5 و أن 8 غير مترابطة وأن S,‏ فضاء جزئى 
من 8 وقش جوش من So‏ سیت Bes‏ عفدا أن تلبت سواء lbi aal‏ 
ال aol‏ عل و اا م S LE‏ الما Gb S, Je‏ ا 
۴ تبقى غير مترابطة . 

نفترض في البداية أن E c AUB‏ حيث A‏ و B‏ مفتوحتان في 5 ومنفصلتان 
وکل من BE, ANE‏ غير خخاليه . 

الانتقال من 5 إلى الفضاء الأصغر ,5 سيظ. ماعلينا إل of‏ نبدل المجموعات 


wa‏ المدخل إلى الدوال الحقيقة 


A‏ و8 بالمجموعتين الحزئية A;‏ و Bi‏ من ,5 حيث A‏ تشتمل على 
قاط A‏ التى في Sı‏ و B;‏ تشتمل على نقاط B‏ التي في Sy‏ 
هذه المجموعات تغطي QE‏ وتقاطعها مع ۴ غير خال وهي منفصلة. كذلك A;‏ 
مفتوحة بالنسبة ل ,5 حيث إن أى جوار في S,‏ للنقطة م من Ai‏ يتكون من كل 
النقاط في ,5 والتى تبعد عن م بمسافة أقل من عدد حقيقي r‏ وهذه النقاط في «A‏ 
A D] te‏ رة مقو من .S‏ إذن عله النقاط فى LA,‏ كذلك ignia Bi‏ 
بالنسبة ل ,5. إذن E‏ تبقى غير مترابطة في Si‏ 

الانتقال من 5 إلى الفضاء الأكبر :5 أكثر صعوبة . نأخذ الأغطية A‏ و8 التي 
تدل على أن E‏ غير مترابطة في 5 Us‏ إلى مجموعات في S:‏ کایل . حيت إن A‏ 
مفتوحة فإذا كانت ner Gê SESE p € A‏ — 
(نصف قطر جوار النقطة p‏ الذى في (A‏ لكل م في ۸ نضيف إلى A‏ جميع نقاط S:‏ 
والتی أبعادها من م أقل من نصف أكبر حد أدنى للمسافات من p‏ إلى نقاط 8 . 
نسمي المجموعة الموسعة LAS‏ بنفس الطريقة jam‏ على B:‏ بتوسيع 8 . 

المجموعتان A;‏ و د8 لاتزالان تغطيان E‏ وتقاطعه| مع E‏ غير خالية . إضافة 
إلى ذلك A;‏ مفتوحة في «5. فإذا كانت A;‏ » و فإنه يوجد A‏ € م بحيث q)‏ ,م)0 
أصغر من نصف المسافة من م إلى أى نقطة من B‏ . إذا كانت q'‏ نقطة من S;‏ قريبة 
من و فإن dip. ٩'(‏ أقل من نصف المسافة بين م ونقاط «de, B‏ فإن q'‏ ينتمى كذلك 
إلى A,‏ هذا يعني أن A;‏ مفتوحة في Sy‏ ۰ 
با ثل نبرهن أن B,‏ مفتوحة في $i‏ 

أخيراء ده و B;‏ منفصلتان فلو كان q © A;‏ و د8 € r‏ فإننا نحصل على r gq‏ 
من النقاط peA‏ و «seB‏ و zd(ps) - d(p, q) —dísr)‏ (2 .)ل با أن 
s)‏ ,م1200 > d)p, q)‏ و r) > 2d)s. p)‏ ,0)5 بالعمل» فإن 0 < r)‏ ,)0 . هذه Al‏ اجحة 
تعنى أن A;‏ 8 مجموعتان منفصلتان. وهكذا اثبتنا أن E‏ غير مترابطه في S‏ 

نستطيع إثبات أن R;‏ مترابط بسهولة. لولم يكن مترابطاء لكان اتحاد 
مجموعتين مفتوحتين غير خاليتين ومنفصلتين. هذه المجموعات مغلقة أيضا (تمرين 
ه-17) لأن كل (s‏ مكملة للأخرى. l|‏ يكفي أن نثبت أنه لايوجد في ispa Ri‏ 


Y! المحموعات‎ 


جزئية وغير خالية بحيث تكون مفتوحة ومغلقة. بفرض وجود مثل هذه المجموعة 
وتسميتها 6 . © هى SEI‏ مجموعة قابلة للعد من الفترات المفتوحة والتي لاتنتمي 
أطرافها إلى G‏ كما ling‏ شاها. أطراقف RE‏ آت هذه تفاط قود aldis‏ تفاط 
(bL‏ للمجموعة los c G‏ أن G‏ مغلقة فإن هذه النقاط تنتمي إلى 6 . هذا التناقض 
يثبت عدم وجود المجموعة 6 . 

لنثبت أن R‏ مترابط يكفي أن نثبت عدم وجود مجموعة مفتوحة 
وفغلقة غير المجموعة الخالية والفضاء كله. لنفرض أن E‏ مثل 
هذه الملجموعة. لتكن pe E‏ و .qeC(E)‏ خذ المستقيم المار q, p (à‏ 
واعتيره فضاء L‏ حيث المسافة بين نقطتين في L‏ تساوي المسافة eo‏ في د۸ . إذا L‏ 
صورة مطابقة ل ,۸. المجموعتان C(E) 1 L E 1 L‏ كلا منبي| مفتوحة ومغلقة في L‏ 
وغبر خالية (حيث إن واحدة تحتوي م والأخرى و). هذا يناقض ترابط ,۸ . 


رين (ه-54) 
برهن أن كل مجموعة غير خالية في R;‏ ما عدا R,‏ نفسها ها bl‏ حدود . 


تمرين (Ye-0)‏ 
مجموعة إغلاق E‏ تساوي اتحاد E‏ ومجموعة نقاط النہاية ل 8 . اثبت أنها Lai‏ 
اتحاد 55 مع مجموعة نقاط حدود E‏ وأنها مغلقة . 


تمرین (Y^-9)‏ 
ماهو إغلاق المجموعات المذكورة في تمرين (ه-77)؟ 


(YV-6) ja P 
برهن أن إغلاق هذا الجوار‎ d(x, y) > r بحيث‎ y يتكون من النقاط‎ x جوار النقطة‎ 
هل هذا صحيح في‎ LR» أو‎ Ri في الفضاء‎ d( y) > r حيث‎ y يتكون من النقاط‎ 
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هناك حقيقة ila‏ بخصوص المجهوعات المغلقة وهي أن اتحاد مجموعتين 
ey anll‏ المغلقة نحتوي على جميع نقاط حدودها والعكس صحيح فلكي 
برهن الجملة الأولى نأخذ مجموعتين مغلقتين EQ‏ و Er‏ وأى نقطة Ale‏ 
و اللمجميعة Ule «E, UE,‏ أن cus‏ أن BLU E;‏ عام. شن cp ll‏ زد 8 
كل جوار gt p had‏ على عدد لانہائي من نقاط E, UE,‏ 
غير التقظة cp‏ إذن 31e L|‏ لامائي فخ نقاط :8(غتر (P‏ 
أو عدد لانہائی من E: PU‏ (غير م). هذا يعني أن م تقطة نهاية لواحدة 
على الأقل من E,‏ أو lo . E;‏ أن E,‏ و وكامغلقتان إذن p e E,‏ إذا كانت 
p‏ نقطة Jal‏ ,8 و دي ٤‏ م إذا كانت م نقطة aly‏ ل ۴. إذن م تنتمي 
غل الاقل إلى واخةة مهن E, UE» O3 .peE,UE, (d «E; 9 E,‏ 
يحتوي على جميع نقاط نهاياته وإذن فهو مغلق . 

OVI‏ نبرهن أن تقاطع مجموعتين مغلقتين مغلق. خذ نقطة نهاية q‏ للمجموعه 
Ei TE,‏ گل جوار له (t‏ قاطا غير cq‏ تتحمى إلى Ei‏ وإلى LE;‏ هذا gus‏ أن 
۾ ole daz‏ ل E,‏ ونقطة Ale‏ ل E;‏ . با أن E,‏ و E,‏ مرععان معلقتان إذا q‏ 
يعمى إلى JS‏ من المجموعتين: .q €E A E;‏ إذا E, NE,‏ يضم جميع نقاط Ule‏ 
وهو مغلق . 


تمرين (YA-0)‏ 
اثبت عن طريق الاستقراء أن اتحاد عدد منته من المجموعات المغلقةء مغلق وأن 


تمرين (YA-9)‏ 
cal‏ أن تقاطع أي عدد (منته أو غير منته) من المجموعات المغلقة. مغلق . 


TT المج.بوعات‎ 


تمرين (ه-١")‏ 
lel‏ مثالا يدل على أن اتحاد عدد لاع.ائى من المجموعات المغلقة والقابلة للعدقد 


lia 4529 


تمرين (ه-١")‏ 

الت أن اغفاد أي عدد من المجوعات المغلقة يكون مفتوحاء. وأن تقاطع عدد coe‏ 
من المجموعات المفتوحة يكون مفتوحاء وأن تقاطع مجموعة لانهائية قابلة للعد من 
اللجمرعات افر قد لاتكرة Ab‏ 


تمرين )۳۲-٣(‏ 
افرض أن ,× جوار ل × بحيت y) > r‏ .»)ل » وكذلك :× جوار للنقطة نفسها بحيث 
d(x, y) > 2‏ . اثبت أن إغلاق N;‏ جموعة جزئية من LN:‏ هل من الضروري أن 

تكون مجموعة جزئية فعلية؟ 

نقول إن مجموعة (Perfect) i E‏ إذا كانت خالية أو كانت مغلقة وجميع 
نقاطها blu‏ نبهاية لها. الفترة المغلقة في ,۸ تامة» وكذلك اتحاد أي عدد نہائى من 
الفترات المغلقة . في الجزء JI‏ سنري أمثلة على مجموعات تامة أخري . ۰ 


5 - المحموعات الكثيفة والمخلخلة 

المجموعة E‏ كثيفة في كل مكان (Everywhere dense)‏ أو باختصار كثيفة » (Dense)‏ 
إذا كان إغلاقها هو الفضاء كله . إذاً E‏ كثيفة إذا كانت جميع نقاط الفضاءء lU‏ 
Ul‏ للمجموعة Jya . E‏ إن مجموعة مخلخلة (Nowhere dense)‏ إذا كان إغلاقها 
لايحوي أي جوار. بمعنى اخر. E‏ خلخلة إذا كانت خالية أو إذا كان كل جوار في 
الفضاء يحتوي على جوار جزئي منفصل عن 8 . النقاط القياسية في Ri‏ تكون مجموعة 
iS‏ . المجموعة المكرنة من عند Le‏ من Ul‏ في و لأب أن 9455 Aide‏ 
سوق cod‏ فيا بعل عل عتميعات غلك أكثر ages‏ 

لاحظ أن «التخلخل» ليس نقيض «الكثافة في كل مكان». المجموعة غير 
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الكثيفة في كل مكان تحقق الخاصية أن إغلاقها لايملاً جوارا ما (قد يكون صغيراً) . 
إذا كانت المجموعة غير خلخلة فإن إغلاقها لايد أن يملا جوارا ما ولكن ليس الفضاء 
كله بالضرورة. نقول Ukel‏ إن المجموعة E‏ كثيفة في فثرة معينةء أو في مجموعة 
أخحرى» أو أنها مخلخلة في فترة. هذه العبارات تفسر نفسها. 


تمرين ODY‏ 
خذ الفضاء © الذى عناصره الأعداد ... ,3 ,1,2 في Ri‏ وبمسافة Ri‏ صف 


الجوارات في © . هل المجموعة المكونة من العنصر Cl‏ مجموعة مخلخلة في ©؟ 


تمرين (Y=)‏ 
إذا كانت مجموعة مغلقة لاتحوى أى جوار فإنها Aedes‏ 

بها أن كل نقطة من مجموعة تامة هي في الواقع نقطة ile‏ للمجموعة. فإننا 
نتوقع أن أى مجموعة تامة غير خالية LY‏ وأن تحوى aae‏ كبيراً جداً من النقاط . على 
هذا الأساس. نستغرب وجود مجموعة غير خالية مخلخلة وتامة في ان واحد . 


نمرين (6-") 
المجموعة R,‏ في الفضاء R,‏ محلخلة تامة . 
لايوجد في ,۴ مجموعات مخلخلة وتامة oiy‏ البساطة. مجموعة كانتور 
Jas (Cantor set)‏ مثالا على جموعة مخلخلة تامة Ri T‏ ويمكن استخدامها لإنشاء 
العديد من ادات والدوال بخواص غريبة . يمكن إنشاء مجموعة كانتور QUIS‏ : 
خذ الفترة المغلقة [0.1] في LR,‏ احذف الثلث الأوسط المفتوح أى الفترة 
(Us, 2)‏ . بعد ذلك. احذف الأثلاث الوسطى المفتوحة من الفترتين الباقيتين» أى 
احذف (%,#) و )599( ثم احذف الأثلاث الوسطى المفتوحة من الفترات 
الأربع الباقية وهكذا نستمر. کا في شكل (Q0‏ 


Yo المجموعات‎ 


شكل (؟) 


ماذا يبقى من الفتره ]1 ,0] ؟ فى البداية. تلاحظ أن ماحذف هو اتحاد مجموعات 
مفتوحة (في الحقيقة فترات مفتوحة) ولذا فهو مفتوح. الباقى هو المكملة (بالنسبة إلى 
]1 ,0] ) وهو مجموعة مغلقة. أطراف DWY‏ المتوسطة لم تحذف. وبا أن المجموعة 
المتبقية مغلقة op‏ كل ikä‏ نهاية لنقاط الأطراف لابد وأن تبقى . Sead‏ إذا بدأنا من 
vs‏ وأخذنا أقرب نقطة طرف من الخطوة الثانية (% = 16 - (h‏ . ثم أقرب نقطة 
طرف من الخطوة الثالثة Ya)‏ + - 6) ... الخ. نقطة النباية الوحيدة هذه 
المجموعة هي 4! - ... - جنا + ها - 4 . إذا يوجد نقاط coule‏ للأطراف 
ليست أطرافا في حد ذاتها. مجموعة كانتور هي المجموعة المتبقية بعد حذف جميع 
الأثلاث الوسطي : Le]‏ تتكون من جميع الأطراف ونقاط نهاياتها . 
لقد لاحظنا أن ispat‏ كانتور مغلقة. المجموعة لاتحوى أي فترة, 
oY‏ مجموع أطوال الفترات المحذوفة يساوي 1= ... + مله + + ما . إذا 
isal aa JY ———‏ إلا إثبات 
أن كل نقطة منها نقطة (o ile‏ أن نقاط coute‏ الأطراف هي bU‏ نهايات 
uiia‏ > يتبقى علينا التأكد من أن الأطراف نقاط Ale‏ خذ على Je‏ 
UU‏ النقطة 6ا. إلى يسارها يوجد فترة طوها ٠١‏ والتي حذفنا منها الثلث الأوسط 
ويبقى فترة طوها ١‏ مجاورة للنقطة c^‏ ثم نحذف الفترة POTE‏ فترة Liab‏ 
7 مجاورة للنقطة ch‏ وهلم جرا. في أى جوار للنقطة 3 سنجد فترة قصيرة لم تحذف 
عند خطوة معينة وهذه الفترة سوف تشمل طرف ينتمى إلى الخطوة التالية. إذا v‏ 
CORE‏ لاف تكن ق عله اة سل أي نقطة طرف أخرى . 
هناك إنشاء حسابي لمجموعة كانتور سنستفيد منه في المستقبل . سوف نستعمل 
نشر الأعداد الحقيقية في النظامين الثنائى والثلاثى بدلا من النظام العشري . فمثلاء 
(نظام ثنائي) ... 0.10010110 
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دعسي 
TEREF KE 4E‏ 
P r Tm or D r 2‏ 2 
(نظام ثلاثي) ... 0.10010110 
5 


(في النظام الثنائي, لدينا الأرقام 1,0 فقط. أما في النظام الثلاثي فلدينا الأرقام 
1,0 ,2(. إذا ... 0.020202 رفي النظام الثلاثي) = Si‏ (نستعمل نفس المحاكمة 
عندما نجمع عددا عشريا متكررا في النظام العشري : إذا كانت ... 0.0202 = x‏ 
فإن (9x = 2.0202 ... = 2+ x‏ لاحظ أن هذا ليس مفكوك ٠‏ الذي استعملناه لإثبات 
أن ٠‏ تنتمى إلى مجموعة كانتور ولكنه يكافته OW‏ ۰ 


1 


1 
a ا‎ 


3 1 1 1 
ul a bases a Ru 


الآن دعونا نكتب جميع الأعداد بين 1,0 في النظام الثلاثي . الأعداد التي 
gis‏ الأول 1 تقع بين 15 و (2h‏ إذا هذه الأعداد تملأ الفترة الأولى gll‏ حذفنا 
Lella‏ عند إنشاء مجموعة كانتور. الأعداد التي تبدأ بالرقم 0( تملأ الفترة 0,٠4‏ 
والمجموعة التي رقمها 1 تقع CELER.‏ تملأ أحد الفترات (JE‏ حذفنا داخلها 
في الخطوة الثانية من إنشاء مجموعة كانتور. كل sae‏ استبعد حتي الآن. ظهر الرقم 
1 فى الخانة الأولى أو الثانية من مفكوكه في النظام lias e AWI‏ صحيح أيضا 
بالنسبة لنقاط الأطراف ولكن هذه الأخيرة لها مفكوكات لاتحتوي على الرقم 1 فمثلا 
... 0.0222 = ... 0.1000 = 1 » وكذلك ... 0.2000 = ... 0.1222 = 75 من هذا 
نجد أن مجموعة كانتور تتكون فقط من الأعداد التي لما مفكوك في النظام الثلاثي 
لايحوي الرقم 1. نقاط الأطراف هي الأعداد التي ينتهي مفكوكها في النظام الثلاثي 


بأضصفار أو بالرقم 2 (وهي طعا à SU Se‏ مثل تكافؤ ... 0.1000 و ... 0.0999 


(£-*) o 
برهن أن مجموعة كانتور غير قابلة للعد.‎ 

في الحقيقة نستطيع أن نقول أكثر من ذلك : من الممكن إيجاد تناظر أحادي بين 
مجموغة كانتور وخموعة الأغداذ الحقيقية بين 1.0 - تذكر أن نقاط مجموعة كانتور 
تتألف من الأعداد التي يمكن كتابة Lm‏ الام Sil‏ | باستخدام الأرقام 0 ,2 
فقط. ارفق مع كل من هذه cx alae VI‏ :علدا جديدا نحصل عليه من تنضيف گل 
خانه في المفكوك الثلاثي ل x‏ ومن ثم تفسير النتيجة في النظام الثنائي . هذه 
الطريقة » نحصل على كل عدد بين 0 ,1 من نقطة ما في مجموعة كانتور» ونقاط أطراف 
الفترات المحذوفة تعطي مفكوكين لنفس العددء فمثلا ... 0.022 = 15 في النظام 
الثلاثي و ... 0.200 = 25 في النظام PLI‏ | وكل منها تعطي العدد 
vs = 0.0111 ... = 0.1000 ...‏ في النظام الثنائي . إذا التناظر أحادي بين مجموعة 
كانتور ناقص المجموعة القابلة للعد من أطراف الفترات المحذوفة ومجموعة الأعداد 
الحقيقية ناقص المجموعة القابلة للعد من الأعداد التي لما مفكوكان في النظام 
الثنائي . إذا جعلنا هذه المجموعات القابلة للعد في تناظر أحادي فإننا نحصل علي 
تناظر أحادى بين مجموعة كانتور والأعداد الحقيقية بين 1,0 . 

نقول إن فضاء متري LU‏ | للفصل (Separable)‏ إذا احتوى على مجموعة قابلة 
للعد وكثيفة في كل مكان . فمثلاء R‏ قابل للفصل لأن الأعداد القياسية تمثل مجموعة 
„aal AL, Axis‏ 


تمرين 97( 
برهن أن R‏ قابل للفصل . 

الفضاء .© (المتتاليات التي تؤ ول إلى الصفر) قابل للفصل . نستطيع الحصول 
على مجموعة قابلة للعد وكثيفة إذا أخذنا جميع المتتاليات من الأعداد القياسية والتي 


Y^‏ المدخل إلى الدوال الحقيقة 


جميع إحداثياتها أصفار ما عدا عدد le‏ (مثل (....1.0,0) او 
3h, 0,0, ...(‏ ,55— ,5( ). هذه المجموعة قابلة للعد OY‏ المجموعة المكونة من 
المجموعات النبائية من الأعداد القياسية قابلة للعد. الآن نثبت آنا كثيفة في «C,‏ 
تذكر أن المسافة بين نقطنين x = (XS)‏ و (rir s)‏ > + فى الفضباء 
C,‏ تساوى n‏ — اجه . لتكن × أى نقطة C‏ نريد اختيار rika‏ حيت 
جميع باقياسية و>ميعها fj Lil‏ ما عدا عدد نہائی . بحيث تكون sup|x, — r|‏ 
صغيرة. لتكن € كمية موجبة اختبارية لقياس درجة الصغر المطلوبة نختار N‏ 
كبيرة لدرجة أن € ×| لجميع SN‏ س اجعل ب ti fh‏ أعذادا قياس 
بحيث € > IS] ;ne1,2, N gu x, = r|‏ )... و0 ,0 T =) ues rs‏ هى 
النقطة المطلوبة . 

سنثبت d‏ بعد أن ie ast‏ كثيرات الحدود كثيفة في فضاء الدوال المتصلة © . 


(7 ox 
برهن أن مجموعة كثيرات الحدود غير قابلة للعد.‎ 


تمرين (V-Y)‏ 
برهن أن مجموعة كثيرات الحدود لعوامل قياسية» قابلة للعد. 


تمرين A-Y‏ 
برهن أنه إذا كانت مجموعة كثيرات الحدود كثيفة في CC‏ فإن مجموعة كثيرات الحدود 
بعوامل قياسية كثيفة أيضا . استنتج أن © قابل للفصل . 

وكمثال على فضاء غير قابل للفصل نذكر الفضاء m‏ المكون من متتاليات 
محدودة من الأعداد الحقيقية . يمكننا التأكد من ذلك كما يلي . 


تمرين (A73)‏ 
الست وجود مجموعه S‏ في 70 غير قابلة للعد وعناصرها مكونة من الأرقام 0 ,1 فقط . 


المجمورعات 8 


)٠١-5( ox 
المذكورة في التمرين السابق؟‎ S بين أي نقطتين من المجموعة‎ m المسافة في‎ Al 
S مجموعة كثيفة في كل مكان من الفضاء " . سوف نضع المجموعة‎ E لتكن‎ 
(الموضحة في التمرين 4-1( في تناظر أحادي مع المجموعة ۴ . هذا سوف يثبت أن‎ 
m غير قابلة للعد. إذا‎ E يعني أن‎ lias ع تحنوي على مجموعة غير قابلة للعد‎ 
بين 5 ومجموعة جزئيه‎ uote لاتحتوى على مجموعة كثيفة قابلة للعد . لكي نوجد تناظراً‎ 
OY » 1 تبعد عن م بأقل من‎ E أي نقطة م من 5 . يوجد نقطة و من‎ isb CE من‎ 
OY cV أكبر من‎ S في‎ s وأئ نقطة أخريى‎ q كثيفة في كل مكان . المسافة بين‎ E 
الطريقة. نربط نقطة محتلفة‎ siy . 1 = d(p.s) > ,م)ك‎ q) + d(q, s) > 1^ + d(q, s) 
يساوي عدد نقاط 5 على‎ E blä يعني أن عدد‎ lias .5 مع كل نقطة من‎ E من‎ 
غير قابل للعد.‎ E الأقل. أي أن‎ 


تمرين )١١-5(‏ 
برهن بطريقة iplis‏ أن الفضاء arb) B‏ الجزء )٤‏ غير قابل للفص. . 


(Compactness) | التراص‎ — y 

كثيراً مانحتاج إلى القول بأن مجموعة ماء لما نقطة نهاية ولو م نستطع إيجاد هذه النقطة 

بالفعل . لنفرض أننا نحاول إثبات أن الدالة ۴ الحقيقية المتصلة والمحدودة والمعرفة على 

مجموعة E‏ من R,‏ لابد وأن تأخذ قيمتها العظمى . بمعنى اخرء نريد أن نثبت وجود 

y حيث‎ f(y) للأعداد‎ m de dai مساوية‎ f(x) بحيث تكون‎ E d X 4a x 

في ۴ . (نفترض هنا أن القارىء لديه فكرة عامة عن الدوال المتصلة. التعريف 

سيعطي في الجزء AY‏ إننا الآن نحاول إثبات وجود E x‏ بحيث f(y)‏ < )9( 
لكل Ey‏ 

لقد فرضنا أن ۴ محدودةء أي القيم f(y)‏ حيث y‏ في E‏ تكون مجموعة محدودة 

من الأعداد الحقيقية. هذه المجموعة لها أصغر حد أعلى «M‏ إذا fy) > M‏ لكل 

Ej‏ لسك إذا من وجود نقاط x,‏ في E‏ بحيث ˆ (X) < M-‏ وال dcs‏ هذا 


£ المدخل إلى الدوال الحقيقة 


أعلى أصغر من M‏ كذلك يمكننا أن نفرض للسبب نفسه أن جميع X.‏ 
ف إذا كانت E‏ فة Ae‏ فش هة ELLAS fy‏ هة 
فلايوجد مانثبته). إذا كانت × في E‏ نقطة ilp‏ للنقاط f(x) 2 M OB x,‏ 
لن — - f) 2M‏ بها أن f() > M‏ حسب تعريف M‏ إذاً لا = (i6)‏ 

الآن متى نستطيع القول بوجود نقطة le‏ في E‏ لمجموعة (x)‏ مكونة من عدد 
(ley‏ من $E bU E‏ هذا ليس صحيحا (Clo‏ فمثلا في ,2 المجموعة 
E, = ('5, 1/4, 18,...(‏ ها نقطة نهاية 0( ولكن هذه النقطة ليست „E, d‏ 
ايضا (... ,3 ,2 ,1) = E;‏ ليس ها نقطة ale‏ في Ri‏ على إلاطلاق. نظرية 
بولزانو فبرشتراس (Bolzano-Weierstrass theorem)‏ تزودنا بشروط بسيطة تضمن أن 
gyt (b ispat‏ نقطة ile‏ . النظرية تنص على أن أى مجموعة WEY‏ وحدودة في 
R,‏ ها نقطة غهاية في cR,‏ ]15 كانت المجموعة مغلقة Lal‏ فإنها تحتوي على da‏ 
ale‏ . إذا افر ضنا صحة هذه النظرية فإننا نرى أن أي دالة حقيقية متصلة ومحدودة 
تأخذ قيمتها العظمى على أي مجموعة محدودة ومغلقة في ,۸ . الأمثلة (x) = x‏ 
GE = R; das‏ و = 10 حيث E = (0, œ)‏ تدل عل أن المجموعة لابد أن 
تكون مغلقة ومحدودة في نفس الوقت. (سنري الآن أن شرطنا بخصوص محدودية 
الدالة لالزوم له» حيث إنه يلزم من الفرضيات الأخرى) . 


تمرين (۱-۷) 
استنتج الجملة السابقة من نظرية بولزانو - فيرشتراس 

الآن نبرهن نظرية بولزانو - فيرشتراس بطريقة اقترحت لصيد أسد في 
الصحراء الكبري . نحيط الصحراء بسور» ثم نقسم الصحراء بسور من الشمال إلى 
الجنوب . الأسد موجود في أحد هذين النصفين» نقسم هذا النصف بسور من الشرق 
إلى الغرب . الأسد الآن ني أحد الربعين» نقسم هذا الربع بسور . . وهلم جرا: في 
الغباية نحضر الأسد فى منطقه صغيرة . 

النقطة الأساسية في تطبيق هذه الفكرة على المسألة التى لدينا هى إذا كانت 5 
مجموعة لانهائية وتقع داخل فترة نهائية 1 » Op‏ 5-0-5 على الأقل يحوي عدداً 


éj المجموعات‎ 


.E لاخبائيا من نقاط‎ lade حد أنصاف 1 التى تحوي‎ 3h x. من النقاط‎ Ule V 
نسميه :1. نكرر هذه‎ CE من نقاط‎ GLY ade تقسم ا وأحد أنضافها يحوي‎ 
العملية وسوف نحصل على متتالية من الفترات المتداخلة ... .1 .1 كل منها يحوي‎ 
ا ااافا من اظ ع الاذراف الى للقترات ا رة هة هق‎ 
oem كل‎ . × del النقاط محدودة من أعلى (لأنها في 1) ولذا فلها أصغر حد‎ 
يحتوى على فترة ,1 لان طول ,1 يو ول الى الصفر ولذا فهو يحوي عددا‎ ihal 
B ايه للمجمرعة‎ alaxi x إذا‎ . E من تغاط‎ Ulo y 


تمرين (Y-V)‏ 
برهن نظرية بولزانو - فيرشتراس في Ra‏ 

كتطبيق لنظرية بولزانو - فيرشتراس وعدم قابلية الأعداد الحقيقية للعد. 
سوف ذبرهن نظرية حول تقريب دالة بواسطة المجاميع الجسزئية لسلسلة قواها 
(power series)‏ . لتكن f() = È aat‏ حيث المتوالية تتقارب فى 1 >|*| . افرض أن 
f(x)‏ تتطابق مع مجموع جزئي لسلسلة القوى لكل نقطة ×من )1 ,0[ بمعنى أن لكل 
(x‏ پوجد 2 ببحيت 
y apx“ = 0‏ . إذن ؛ كشرة حدود. ) 

pe‏ جموعة للنقاط في ih]‏ ,0[ بحيث f(x)‏ = “نايج bay . pi‏ أن 
الأرقام n‏ قابلة للعد بين النقاط في ]15 ,0[ غير قابلة «Ja‏ م سا تس d‏ أحد 
المجموعات E,‏ غير قابلة للعد ولذا فهى غير نهائية . إذن Ub E,‏ نقطة نهاية في ]12 ,0[ 
والدالة f‏ تتطابق مع كثيرة حدود على 5 ولكن الدالة التحليلية لايمكن أن تتطابق 
مع كثيرة حدود على مجموعة ها Ale ikä‏ داخل فترة التقارب بدون أن تكون هي 
نفسها كثيرة حدود . 

الحملة القائلة OU‏ كل مجموعة محدودة وغير منتهية ها ile iha‏ حملة للا 
معتى فى قل فضاء i o‏ إلا Lid‏ قد لاتكون صحيحة.. فمغلآ الجملة غير صحيحة 
في الفضاء المكون من النقاط القياسية في ,۸ بمسافة Ri‏ . نرى هذا بسهولة إذا أخذنا 


£Y‏ الملدخل إلى الدوال الحقيقة 


المجموعة المكونة من التقريبات القياسية 2 to V‏ ... ,1.4142 ,1.414 ,1.41 ,14 ,1 . 
هذه المجموعة محدودة ومغلقة (حيث إن "P V2‏ للفضاء). ولكن المجموعة 
لانمحوى نقطة le‏ نظرية بولزانو - فيرشتراس تحقق هذا OS‏ نقاط الفضاء قليلة . 
ويمكن أن تخفق. السظرية يسبب كي التقاط أيقياً. قشعلا خيل الفضاء ف التي 
نقاطه Jiga‏ محدودة على [1 ,0] . aa‏ رأينا كيف يمكن إنشاء عدد لانهائى من هذه 
النوال تيعد كل سا الوجدة عن الأعرى, عل ipad‏ ف « لاسن أن شري 
على نقطة ily‏ 
إذا كانت كل مجموعة جزئية لانهائية في E‏ تحوى ile ikä‏ في E‏ فإننا نقول إن 
اة لقد رثعا أن المجموعات المخلقة والمحدودة في Ri‏ أو Ro‏ تتمتع بهذه 
الخاصية . . ولكن كلمة متراص تطلق الآن على مجموعات تتمتع بخاصية أكثر 
Ss‏ نقول إن مجموعة متراصة إذا أمكن الحصول على غطاء v‏ من أى مجموعة 
من المجموعات المفتوحة التي تغطي المجموعة (نقول إن E‏ مغطاة من قبل مجموعة 
المجموعات {G}‏ إذا كانت كل نقطة من E‏ تقع في مجموعة واحدة من G‏ على (PY‏ 
لكي نرى كيف يمكن استخدام خاصية التراص» سوف نستعملها لإثبات 
" الدالة الحقيقية المتصلة f‏ والمعرفة على مجموعة متراصة E‏ في فضاء متري تأخذ 
فيمتها العظمى على ۴ . في البداية نثبت أن الدالة محدودة. نعين لكل نقطة x‏ في (E‏ 
ui‏ مركزه × بحيث 1 + (*)1 > (1)9 لكل y‏ في SN‏ هذا ممكن لأن ؛ متصلة 
رقبمتها CAS‏ كيرا T3]‏ كان تشر x‏ صغيرا. هذه الجوارات مجموعات مفتوحة وكل 
x‏ في واحد منباء وحيث إن E‏ متراصة يوجد عدد نهائى من هذه الجوارات تغطي 
s E‏ کن هله Ni, N, ..., N,‏ . إدا كانت x,‏ مركز Nk‏ فإن f(x)‏ لاتتعدى 
القيمة العظمي للمجموعة المنتهية من الأعداد 1 + fx)‏ إذن f‏ محدودة من أعلى . 
بنفس الطريقة» ٤‏ محدودة من أسفل . 
OVI‏ شر Ae tof‏ قيمتها العظمى عل E‏ وتبتخلض قافا م 05 
لقد رأينا أن القيم f)‏ حيث x‏ في E‏ تكون مجموعة محدودة, إذن المجموعة ها أصغر 
حد أعلى 14 . ونحن نفرض EY tol‏ هذه القيمة . لكل x‏ نعين الحوار N‏ بحيث 
(y) > f(x) + M - f(x)‏ لكل ر في N‏ . يوجد عدد نہائي من هذه الجوارات 


£v المجموعهات‎ 


X أكبر قيم (,*)1 حيث‎ (M (أصغر من‎ M' اجعل‎ E التي تخطي‎ Ni N, .... Nap 
: ob y UJ] التى تنتمى‎ Ne و »× تنتمی إلى‎ E في‎ y مركز »× . إذن إذا كانت‎ 


f(y) > f(x,) + (M — f(x) = f(x) + AM > 14(M' + M). 


إذن القيم Ely)‏ حيث y‏ في E‏ ها الحد الأعلى WM’ M)‏ وهذ! أقل من CM‏ الأمر 
الذي يناقض كون M‏ أصغر حد أعلى للدالة ۴ . 


تمرين (Y-Y)‏ 
إذا كانت E‏ مجموعة في Ri‏ ومغطاة بعدد نهائى من الفترات المفتوحة» فإنه بإمكاننا 
تخفيض عدد الفترات بحيث لاتنتمي أي من نقاط E‏ إلى أكثر من فترتين وهذه 

الفترات الحففة تفط 8 Lal‏ 


تمرين )٤-۷(‏ 
برهن أن المجموعة المغلقة من مجموعة متراصة تكون متراصة . البرهان السابق يوحي 
بأهمية التعرف على المجموعات iol Al‏ هذا سهل في R‏ نظرية هاين - بوريل 
(Heine-Borel theorem)‏ تنص على أن المجموعة في Ri‏ متراصة إذا كانت مغلقة 
ومحدودة. البرهان شبيه ببرهان نظرية بولزانو - فيرشتراس . نفرض أن نظرية هاين 
بوريل غير صحيحة. إذن يوجد مجموعة E‏ مغلقة ومحدودة وجموعة من 
الملججمموعات المفتوحة (G)‏ التي تغطي E‏ ولايوجد أي عدد نهائي من هذه 
المجموعات يغطي 8 . المجموعة E‏ تفع داخل فترة adle‏ 1 ؛ نصف 1. جزء E‏ 
الواقع في أحد نصفي 1 لايمكن تغطيته بمجموعة نهائية من © . حيث إذا أمكن 
تغطية جزئي E‏ أمكن تغطية E‏ كلها. لنسم هذا النصف من 1» :1. الآن نصف h‏ 
وكرر العملية. مثل ما وجدنا مع نظرية بولزانو - فيرستراس. كل جوار للنقطة x‏ 
يحوي فترة ,1 والتي تحوي بدورها leja‏ من E‏ لايمكن تغطيته بواسطة مجموعة Lil‏ 
من المجموعات 6 (ولذا فهو لانهائي). النقطة x‏ في E‏ حيث E‏ مغلقة ولذا فهي 
مغطاة بأحد المجموعات 6 . بها أن © مفتوحة ep‏ تحوي bl‏ ل x‏ وهذا الجوار 


tt‏ الملدخل إلى الدوال الحقيقة 


يحوي I, pt‏ إذا كانت كبيرة بصورة كافية . جزء E‏ في الواقع I,‏ هده P‏ 
بعدد نهائى (أي واحد) من المجموعات 6 . وهذا تناقض يثبت صحة نظرية هاين - 


بوريل . 


(e-V) o2 
. برهن نظرية هاين 7 بوريل في د۸‎ 

ENTER من‎ E ابه الشروط عل اللجمرعة فى‎ EI ES 
بوريل ونظرية بولزانو - فيرشتراس . تشابه كل من الشروط والبراهين يوحي بوجود‎ 
علاقه وثيقة بين النظريتين. في الحقيقة » إذا كانت إحداهما صحيحة في فضاء مترى‎ 
(D صحيحة. ولكننا لن رهن هذه الحقيقة‎ g 


تمرين (ا-5) 
2L 0 cual‏ $ أن نظرية هاين - بوريل غير صحيحة للمثالين (Y-V) (A-Y)‏ 
حيث تتحقق نظرية بولزانو - فيرشتراس . 


تمرين (Y-Y)‏ 
في الفضاء R‏ خذ الفترة E‏ المكونة من [0,1) . اربط كل x‏ بالفترة المفتوحة 
(Ix, 2x)‏ . هذه القترات تعطي ۴ . برهن عدم وجود e «uae‏ للمجموعة 5 

واشرح U‏ لاتناقض هله ا حقيقة نظرية هاين - بوريل . 


(A-Y) V. 

المجموعة )© ,0[ R, t‏ مغطاة بواسطة cl al‏ المفتوحة )1 + (n — 1, n‏ 
Cu‏ ,12 ,0 كاف لا قد عدد نهائي من هده الفترات يغطي المجموعة . وصح 
ISU‏ لايتعارض هذا مع نظرية هاين - deas‏ 


تمرين (A-Y)‏ 
اللجموعة E‏ في R‏ المكونة من الأعداد القياسية في )0,1( غير مغلقة. يمكن 


£o المجمورعات‎ 


تغطيتها بمجموعات مفتوحة على النحو التالي: نغطى النقطة x‏ بفترة مفتوحة طوطا 
Vo‏ مركزها × . يوجد غطاء نبائي ل 8 من هذه الفترات المفتوحة. اصرح 
SU‏ لاتناقص هذه الحقيقة نظرية بولزانو - فيرشتراس . 


تمرين )٠١-۷(‏ 
لتكن المجموعة E‏ في Ri‏ هي الفترة المغلقة ]1 ,0] . غط كل من 0 ۶ × في E‏ بالفترة 
[Vx, 2x]‏ وغط النقطة 0 بالفترة ]0.1 ,0] . هذه الفترات المغطية غير مفتوحة ولكن 
يوجد غطاء نهائي فيها ل ۴ . وضح SU‏ لايتعارض هذا مع نظرية هاين - بوريل . 
تجدر الإشارة إلى أنه بالإضافة إلى كون كل مجموعة جزئية من Ri‏ أو د۸ متراصة 
إذا كانت محدودة ومغلقة op‏ أي مجموعة متراصة لابد أن تكون مغلقة ومحدودة. 
لإثبات clia‏ نفرض أن E‏ مجموعة متراصة غير خالية في .R,‏ هذه المجموعة 
لايمكن أن تكون R:‏ بكاملهاء إذن مكملتها LY‏ أن تحوي × . خذ جميع الفترات 
المنتهية المفتوحة © بحيث لامحوى إغلاقها النقطة × . يوجد بين فترات 6 . جوارات 
لكل نقطة من aY E‏ إذا كانت y € E‏ فالجوار حول y‏ الذي يصل فقط إلى منتصف 
المسافة إلى x‏ لن يحوي x‏ في إغلاقه. إذن E‏ مغطاة بالمجموعات المفتوحة G‏ . وحيث 
إن E‏ متراصة فإنه يوجد غطاء نهائي من G‏ وليكن Ga‏ .... ,,6. إذن E‏ محدودة لأنها 


ob x Ti‏ مكملات هذه الإغلاقات جميعا 42 5( النقطة x‏ وعليه x ob‏ تقع في 
تقاطعها. إغلاقات المجموعات Gi‏ مغلقة والمكملات مفتوحة وعلية فتقاطع 
المكملات مفتوح. إذن × تنتمي لمجموعة مفتوحة في CE)‏ وحيث إن x‏ نقطة 
اختيارية من ol C(E)‏ كل نقطة من CE)‏ تقع داخل مجموعة مفتوحة من C(E)‏ . 


C(E) 03]‏ مفتوحة (تمرين ه-6١)‏ وكذلك E‏ مغلقة (تمرين ه-8١)؛‏ 


(Convergence and Completeness) التقارب والكال‎ - A 


السلسلة اللانهائية العددية أبسط. فمثلا نكتب ... + ا + ما + وهذا يعنى 


"£ المدخل إلى الدوال الحقيقة 


اننا نجمع الحدود واحدا تلو الآخر ونكون المجاميع الجزئية . 
Ms, su.‏ عد Ma‏ + كرا ib, io + Ma,‏ 


ونسمي نباية هذه المتتالية (إن وجدت) مجموع السلسلة اللانهائية. (نفترض هنا أن 

I^. M4. Tf. ع‎ TS المجاميع‎ Á Al a- | هذه‎ T 5 ) مشهوم النباية‎ e $3 Las مدم‎ sigla 

ويتضح من هذا أن مجموع السلسلة هو 1 . تكون المعالجه أوضح إذا استخدمنا قانون 
1 

ij 2 p 


2 ل ... ع هرا + ولا له‎  - 


HEU SC -— n =n 
^. 1 = 1 ESAE 


بشكل cele‏ إذا Gus‏ السلسلة اللانبائية 

a t 8s t 34 342 uus 
بن + رق وهلم جرا ونسمي‎ + a; ثم‎ ar + ثم ره‎ ai فإننا نحسب المجاميع الحزئية‎ 
مثلاء أن‎ clam نهاية هذه المتتالية من المجاميع (إن وجدت) مجموع السلسلة.‎ 
oy obabe obl.L. (1-2) 24 - D-(1- 1) 8. 41-11-18... 
($3 L5 ينا مجاميع الثانية حميعها‎ 1; 0; bes المجاميع الحزئية للأولى هي‎ 
صفر.‎ 

t‏ الحقيقة Wf‏ " نعرف بعد «السلسلة S SUE‏ لقد اقترحنا ha‏ طريقة 
لإعطاء قيمة عددية لكمية لم تكون معرفة من قبل . لكي نعطي تعريف نلاحظ أن ما 
استعملناه في الحقيقة ما هو إلا متتالية من المجاميع الحزئية . في الواقع أن المتتالية دالة 
من الأعداد الطبيعية الموجبه إلى فضاء ما: انظر الجزء ٠٠۲‏ ولكن نستطيع أن نعتبر 
متتالية من الأعداد. مجموعة من الأعداد رقمت بواسطة الأرقام الموجبة حسب 
ترتيبهاء الأعداد قد لاتكون مختلفه فمثلا ... .0 ,1 ,0 .1 متتالية (حيث الترقيم مفهوم 
ضمنيا) ؛ وبشكل عام نكتب المتتالية على الشكل ap ay‏ أو 7 أوبصورة أسط 
{an}‏ . يجب أن نفرق بين المتتالية وبين المجموعة المكونة من عناصرها. أى مجموعة 
لأنبائية قابلة للعد يمكن ترتيبها في متتالية (بعدة طرق) ولكن المتتالية لاتحتاج إلى أكثر 


من عدد نهائي من الأعداد المختلفة . (لاحظ أن «المتتالية المنتهية» مثل )5.12,13( 
ليست متتالية حسب تعريفنا). الآن نعرف السلسلة اللاغبائية ... + وه + ره + a‏ 
على Lel‏ المتتالية التي عناصرها المجاميع الجزئية 
$74 
S — ai + a;‏ 
S, = a, + a, + a‏ 
وهلم جرا. 
وبالعكس» كل متتالية من الأعداد تعرف سلسلة لانهائية بحيث تكون 
الأعداد هي المجاميع الحزئية . فمثلاء EJEA‏ ... ,0 ,1 ,0 ,1 هي متتالية المجاميع 
Mas 4:‏ من 4 1-1 + 1-1 3 1ه 1 بشكل عام» المتتالية .. 
هي متتالية المجاميع الحزئية للسلسلة ... + S1) + (53 — s3)‏ — يو) + رو . 
إن مفهوم المتتالية أعم من مفهوم السلسلة لأننا نستطيع الحصول على متتالية 
عناصرها مجموعات أو أي bus‏ في أي فضاءء ولكن لايوجد سلسلة إلا إذا كانت 
عملية الجمع معرفة على نقاط الفضاء . 
من الطبيعى أن نقول أن السلسلة اللانهائية متقاربة إذا كانت متتالية مجاميعها 
و ALLE Op Vp, o jue‏ ماس لكى تعمل هذا cado às cll‏ علينا 
أن نعرف ماذا يعني تقارب متتالية . إذا كانت 5 متتالية من الأعداد الحقيقية» نقول 
e]‏ تؤول إلى الغباية L‏ إذا أمكن جعل ا - Is.‏ صغيراً حسب ما نريد لكل قيم n‏ 
الكبيرة. عندئذ نكتب ا + ,5 . بأسلوب أدق» نكتب .1 + s,‏ إذا وجد رقم N‏ لكل 
عدد حقيقى موجب € lega)‏ کان صغيرا) بحيث € > L|‏ - ,5| عندما n» N‏ . يمكن 
تعميم هذا التعريف بصورة مباشرة إلى متتاليات عناصرها bla‏ في أي فضاء متر ي 
ماعلا of Y]‏ ادل ls, — L|‏ الک L)‏ قر l Jil Ses‏ 000 
في د۴ تؤول إلى )1.0( ؛ وكذلك إذا كانت العناصر ,× في الفضاء C‏ معرفة x, JUS‏ 
"(1 -1)") = (ا),×حيث 1 > > 0 فإن المتتالية (,*) تؤول إلى العنصر 0 في 


;üU(l = t) > là أن‎ S~) C 


^£ المدخل إلى الدوال الحقيقة 


مع أن تعريف السلسلة ... + به + به على أنها متتالية المجاميع الجزئية 
بق of pue ad (iis‏ هناك اريف Uie as. Las] Ele ue s‏ 
نعرفف ... + وج + وه + ,3 Lel‏ المتتالية 


S Sts SF +S; 


$184 بولا يو StS‏ 
أو > ^ ORE 7 X»‏ 
بالإمكان البرهان على أن bf‏ من هذه التعاريف يحافظ على مجموع أي سلسلة 
متقاربة . ”“ كذلك هذه التعاريف قد تجعل بعض السلاسل المتباعدة. متقارية ؛ 
Ss‏ السلسلة المتباعدة ...+ 1 - ]1 + ] -1 ججاميعها هى 1— (s‏ $70« 
l s= 1‏ 
وهكذاء إذن أي من التعريفين يجعل السلسلة متقاربة بالمجموع 2 . 

OYI‏ نفحص بعض خراص متتاليات النقاط في قضاء متري ؛ لقد مهد 
مفهوم السلسلة اللاتهائية لمفهوم المنتالية » ولكننا لن نستعمل السلاسل اللانهائية في 
الرقت اا 

إذا كانت متتالية تؤول إلى النهاية ا فإن عناصرها تقترب من بعضها البعض 
وتبقى كذلك في اخر الأمر. لنجعل N‏ كبيرة بحيث لكل n» N‏ نجد أن 
د < ds, L)‏ « لتكن d(ss, L) > > isl om» N‏ ایشا من A‏ اجحة المثلثية نجد 
ds. Sn) > d(s,, L) + dsm, L) > €‏ . أي يمكن جعل المسافة Sa)‏ ,م005 صغيرة 
blef palus Ls‏ كلمن E. nam‏ بسووة Apis‏ 

إذا كانت متتاليه ss)‏ تحقق الخاصية أن عناصرها تقترب من بعضها وتبغي 
كذلك کا وضحنا فبل قليل فإنها تسمى متتالية كوشى (Cauchy Sequence)‏ ونقول lel‏ 
متقاربة . هذه المتتالية قد تؤول أو لاتؤول إلى ble‏ في الفضاء. فمثلاء في الفضاء 
AI‏ ي المكون من الأعداد النسبية بمسافة cR,‏ المتتالية 


(1, 1.4, 1.41, 1.414, 1.4142, ...) 


£4 LL e md 


والمؤلفة من التقريبات العشرية للعدد ۷2 متقارية . في الحقيقة» إذا كانت m < ١‏ 
و sa Sm OP n>N‏ تتطابق على الأقل إلى اللخانة العشرية N‏ ولذا op‏ 
lsm - Saf > 10”‏ ومع ذلك. المتتالية SY‏ ول إلى نقطة في الفضاء . 

الفضاء المتري الذي كل متتالية كوشى فيه تؤول إلى نقطة في الفضاء يسمي 
فضاء كامل (Complete)‏ . فضاء الأعداد النسبية غير كامل . لكن الفضاء R,‏ كامل 
کا سنرى بعد قليل. في ARAM‏ نستطيع pl»‏ كر أي فضاء متري كاملا 
بإضافة نقاط جديدة Jada‏ عل ili‏ أكبر مثل ما ننشىء الأعداد الحقيقية من 
الأعداد الشسبية .. لن نناقش بناء الأعداد (e [Nr‏ 

الآن رهن أن كال الفضاء Ri‏ يتج من خاضية أضغر حد أعل التي 
افترضناها. اجعل {sa}‏ متتالية كوشي . إذا كان ع عددا حقيقيا ڪا اشبارا فانه 
يوجد رقم N‏ بحيث إن € > [sm - s‏ إذا كان N‏ < م و N‏ < ص . في المقام الأول. 
القيم المختلفة s,‏ تكون مجموعة محدودة. لنري هذاء خذ 1= e‏ . اوجد N‏ المرافقة 
خد m 2 N‏ . إذن )$4 — S, = Siw (S,‏ فغ تيفك أن 1 + Isal © [Sml‏ إذا كانت 
n>N‏ . بها أن المجموعة النهائية Su}‏ ,... ,ك ,5) محدودة O‏ المجموعة المكونة من 
الأعداد s,‏ محدودة Vail‏ 

اجعل »ا أصغر حد أعلى للمجموعة المكونة من جميع القيم ,5 حيث 
م < م . إذا جعلنا ‏ كبيرة فإننا نأخذ أصغر حد أعلى لمجموعة أصغر من 
الأعداق. إذق ده اکا اجمل ا أكبر جدا آنل للمسجموعة المكونة من 
جميع iL.‏ سنثبت أن ا + ,ة. خذ ع أي عدد موجب وخحذ N‏ المرافقة له بحيث 
ls, — s «e‏ إذا كانت ASN‏ من تعريف أكبر حد أدنى . S Ta dose‏ 
ck <۸‏ بین ا و ٤‏ +.1. با أن Li‏ أصغر حد أعلى للمجموعة المكونة من Sa‏ حيث 
(nk‏ فإنه يوجد Sm‏ (حيث "<٤‏ ) بين © -سآ و «Ll.‏ إذا 
s, dli. L-exs,xL-e‏ تسعد عن s,‏ بيتسافة e‏ على Sy‏ فان 
ع 2 + رآ > <s‏ ع 2 - ,] . با أن © 2 اختياري مثل e‏ ع فهدذار يعنى أن oS yu‏ 


E‏ المدخل إلى الدوال الحقيقة 


جحل a C s.‏ العيارية La‏ ]ذا جعلنا n‏ کا بصورة كافية؛ إذا 


. S> L 


تمرين )١-8(‏ 
برهن أنه بالإمكان استنتاج خاصية أصغر حد أعلى من كمال الفضاء ,۸ . 


تمرين (Y-A)‏ 
إذا كانت (,5) متتالية من R BUS‏ بحيث إن s «M (s, > ٠+,‏ لكل « فإن 
{sn}‏ متقاربة. بمعنى cuml‏ المتتالية المتزايدة والمحدودة ها Xo oia) dl‏ أحيانا 


تمرين (V-A)‏ 
برهن أن R,‏ كامل . 

سوف نرى في (YV) e‏ أن الفضاء © كامل. وبشكل cele‏ فضاء الدوال 
المتصلة على أي مجموعة متراصة. كامل . 

ax)‏ لاحظنا في (تمرين 7-14) أن أي مجموعة جزئية من فضاء متري تكون 
Gs xe lad‏ 1515 اتسا تف السا 


(£-^) om 
JU lae! . المجموعة الجزئية من فضاء متري كامل قد لاتكون فضاء متريا كاملا‎ 
على هذا.‎ 

الآن برهن أن أي مبجموعة جزئية E‏ مغلقة وغير خالية في 
فضاء متري كامل S‏ تكون فضاء مترياً كاملا (كالعادة» نستعمل 
المسسافة الأصلية). لتكن (x)‏ متتالية كوشى في 8 . هذه متتالية كوشى 
ى oS Lal s «La à JI‏ الساقة فى E‏ و8 Rey‏ يا أذ 
S‏ ل ]13 eS eu x x‏ وء ماعا oM‏ إلا of‏ قبت أن 


المجبيوعات | 2 


E‏ > × . هناك حالتان يجب فحصها . في الحالة الأولي» جميع حدود المتتالية متطابقة 
ماعدا عدد نهائي . في هذه الحالة تتطابق الحدود مع cx,‏ أي أن x» € E‏ . في JLI‏ 
الثانية» يوجد عدد لانهائي من الحدود المختلفة . إذا »×+ x‏ يعني أن x,‏ نقطه نهاية 
للمجموعة المكونة من الحدود m (Xy‏ ن x,‏ نقطة غبايه للميجموعة E‏ . با أن E‏ 
مغلقة. إذن فهي نحوى نقاط نهاياتها. إذن x € E‏ 

علينا أن نميز بين ile‏ متتالية ونقطة Lly‏ للمجموعة المكونة من عناصر المتتالية 
المختلفة. فمثلاء المتتالية (... ,0 ,0 ,0) في R‏ ها النباية 0( ولكن مجموعة عناصر 
المتتالية تتألف من نقطة واحدة ولذا فليس ها نقطة نباية . على العكس من ذلك. 
مجموعة عناصر المتتالية (... ,78 Ys, Ya, V,‏ ,ما wo,‏ ,1 ,0( في R‏ ها نقطتا نهاية 
0 ولكن المتتالية ليس ها نهاية. ضرورة التمييز هو ما جعلنا نأخذ الحالتين في 
المرهان السابق . 

ومع ذلك يوجد ترابط وثيق بين مفهوم نهاية متتالية blas‏ نهاية المجموعة المكونة 
من عناصر المتتالية . 


رين (OFA)‏ 
لدينا متتالية تو ول ]1 T L‏ عدد لا مبائي من الحدود «Aa‏ برهن أن جموعه 
عناصر المتتالية لها نقطة ily‏ وحيدة وهى 1ا . 


تحرين (V^)‏ 
إذا كانت متتالية تؤول إلى Ale‏ وعناصرها تنتمي إلى مجموعة مغلقة» برهن أن ble‏ 
المتتالية تنتمى إلى المجموعة نفسها. 


تمرين (V-^)‏ 
إذا كانت E‏ مجموعة متراصة غير خالية في OB Ri‏ فيها عنصر أكبر . 

قد يبدو من تمرين (0-A)‏ أنه إذا كانت متتالية متقاربة فإن lale:‏ تصبح 
ihi‏ نباية لمجموعة عناصر المتتالية . ومن ناحية أخري . نلاحظ أنه إذا كانت ا نقطة 


oY‏ المدخل إلى الدوال الحقيقة 


Aule‏ لمحموعة E‏ فإنه يوجد متتالية من نقاط E‏ تؤول إلى .5 . في الحقيقة يوجد نقطة 
× في E‏ على بعد أقل من 1 من EL‏ كذلك يوجد x‏ تبعد عن L‏ بأقل من :/ 
وهكذا. في أغلب cokot‏ تتألف E‏ من عناصر متتالية » وإذا كان هذه العناصر 
نقطة ule‏ فلابد من وجود متتالية جزئية تؤول إلى نقطة النباية. هذا هو مبدأ 
المتتالية الحزئية (Subsequence principle)‏ وله استعالاات كثيرة. 


تمرين )^-^( 
لتكن E‏ متتالية محدودة في CR;‏ برهن أن E‏ تحوي متتالية جزئية متقاربة واحدة على 
الأقل (هذا نظير نظرية بولزانو - فيرشتراس للمتتاليات) . 

الآن نعطي مثالا على استعمال مبدأ المتتالية الجزئية . سوف نناقش مفهوم قطر 
مجموعة E‏ . القطر (Diameter)‏ هو أصغر حد أعلى للمسافات بين نقاط E‏ ؛ ونكتب 
diam E = sup d(x, y)‏ حيث Ju .E d y. X‏ قطر الدائرة التي نصف قطرها 1 
يساوي 2 ؛ هذا العدد نفسه هو قطر المنطقة المفتوحة داخل الدائرة وقطر المنطقة 
المغلقة أيضا. قطر المجموعة المكونة من النقاط الثلاث (0 ,0(( )1 ,0(« )1,0( 
يساوي V2‏ . لاحظ أنه قد لا يوجد نقاط x‏ ,ر في E‏ بحيث d(x, y) = diam E‏ 
o‏ ولوكانت E‏ مخدودة. فمثلاً إذا كانث E‏ جوارا في ۸ Au Y up‏ نقاط في E‏ 
تبعد عن Las‏ بالمسافة diam E‏ . 

ولكن يوجد مثل هذه النقاط إذا كانت E‏ مجموعة متراصة غير خالية في ,8 
أو :۸ . البرهان كالتالي. لنفرض عدم ,2 34 النقاط y x‏ في E‏ بحيث 
d(x, y) = diam E‏ . من تعريف القطر لابد من وجود أزواج من النقاط 
VE Wi n‏ حيت إن - d(x,, Ya) > diam E-—‏ „ يوجد عدد pea ove‏ شيم 
x,‏ و y,‏ المختلفة V| s)‏ وجدنا x‏ و y‏ بحيث (d(x, y) = diam E)‏ . إذا وجد 54e‏ 
لابائي من قيم x,‏ المختلفة LYG‏ من وجود نقطة نهاية لها (بواسطة نظرية بولزانو - 
فيرشتراس) وبإمكاننا أن نختار متتالية جزئية تؤ ول إلى نقطة النباية هذه. إذا لم 
يوجد إل عدد نهائي من القيم المختلفة ل × فلابد أن يتكرر واحد منها ولتكن 
x,‏ عدداً Ul‏ من المرات ولذا فالمتتالية التى جميع عناصرها تساوي x,‏ سوف 


المجسبورعات م 


تؤول إلى :*. نعمل نفس الشىء مع ys‏ المرافقة ل x,‏ نحصل على متتاليات 
نسميها {Xn}‏ و {yn}‏ وذلك من أجل سهولة الرموز» بحيث X,‏ ج Xa‏ و Yo‏ مرو 
d(x,, Yn) — diam E‏ . إذن لابد أن يكون d(x,, Yo) OM « d(x,, Yo) = diam E‏ 
لايمسكن أن يتعدى E OV diamE‏ مغلقة ولذا OB‏ ×و 
y,‏ في LE‏ كذلك المتراجحة المثلثية تعطينا 


d(x,, Yn) S d(X,, xo) + d(yn, yo) + d(xo, yo) 


, diam E > d(x,, yo) 23] 


رین )4-5( 

عرف SUI‏ بين مجموعتين ۴ و G‏ على int dx, y) lel‏ حيث x‏ في ۴ ولا في 6 . 
افرض أن ۴ و 6 في R‏ مغلقتين وغير خاليتين وأن F‏ محدودة. برهن على وجود 
النقاط x‏ في ۴ و y‏ في © بحيث إن d(x, y)‏ هى المسافة بين F‏ و G‏ . 

تمرين )^7( 

إذا كانت N‏ جوارا للنقطة ا مكونة من جميع النقاط x‏ بحيث Je do. y) > r‏ 


[4 


يكون d) € diam N = 2r‏ أولا Ri‏ أو 


-. 


(Lle ثم خذ فضاء متريا‎ R, 


تمرين OANA)‏ 
برهن أن E‏ وإغلاقها هما نفس القطر. 


4 - المحموعات المتداخلة ونظرية بر (Baire)‏ 
افرض أن لدينا مجموعتين E‏ و E;‏ حيث 84 د ,۴ و E;‏ ليست خالية . إذن يوجد 
نقطة واحدة على الأقل في كلتىٌ المجموعتين حيث إن AUS E, GE; = E;‏ إذا كان 
لدينا عدد غبائي من المحموعات المتداخلة E, (nested sets)‏ د ... د يط د رظ د رع 
والمجموعة الأخيرة E,‏ غير خالية » فلابد من وجود نقطة واحدة مشتركة بين جميع 


Es ad of‏ إلى الدوال الحقيقة 


المجموعات. لايوجد ما يناظر هذا في حالة عدد لانبائى من المجموعات المتداخلة 
غير الخالية» تقاطع هذه المجموغات قد يكون خالياً . خذ الأمثلة العلاثة التالية : 

R ġ (0. Bp (أ ( ,8 هي الفترة‎ 

(ب) E,‏ هي ispat‏ النقاط في فضاء الأعداد القباسية من R‏ بحيث 

à; x- Vil -‏ 
(ج) E,‏ هي الفتره )9 ,0] في ,۸ . جمبيع 
في كل من هذه c DYL‏ تقاطع جميع المجموعات E,‏ خال. 

الان نضع بعض الشروط التي تضمن أن تقاطع مجموعة من المجموعات 
المتداخلة غير خال. نظرية كانتور للمحموعات المتداخلة (Cantor's nested set‏ 
theorem)‏ تنص على أنه إذا كانت ... د E;‏ د E;‏ د E,‏ والمجموعات E,‏ مغلقة غير 
خالية وكان الفضاء كاملا وكذلك 0 + diam E,‏ فإنه يوجد نقطة وحيدة في تقاطع 
جميع المحموعات E,‏ 

لاحظ أن نظرية كانتور تشترط ثلاثة شروط بالإضافة إلى أن المجموعات 
متداخلة وغير خالية : الإغلاق والقطر الصغير للمجموعات وكال الفضاء . 

في كل من أمثلتنا الثلاثة حيث تقاطع المجموعات المتداخلة خال: نجد أن 
واحدا من الشروط لايتحقق . 

لكى برهن نظرية كانتور؛ خذ x,‏ فی En‏ المتتالية (x,)‏ متتالية كوشى لآنه إذا 
كانت x, € E, Ol 55 n‏ و d(X,, Xm) > diam E,‏ ونحن نعرف أن diam E,‏ يو ول 
للصفر. با أن الفضاء كامل» إذن فالمتتالية (x,)‏ ها ile‏ في الفضاء. إذا اخترنا أي 
OP E,‏ جميع »× تنتمي إلى E,‏ إذا كانت 5< ck‏ إذن النہاية في EY E,‏ مغلقة . 
إذن النهاية في كل LE,‏ أخيراء لايمكن وجود نقطتين في كل OY E,‏ قطر E,‏ 
لايمكن أن يقل عن المسافة بين أى من نقطتين منه . 

من المفيد أحيانا أن نتعامل مع صيغة النظرية الأضعف التالية : إذا ابقينا جميع 
فرضيات نظرية كانتور ما عدا الفرضية diam E, 0 ob‏ والتى نستبدها ob‏ 
الملجموعات E,‏ متراصة فإننا نستطيع القول ob‏ تقاطع المجموعات E,‏ غير خال 
(ولكنه قد يشتمل على أكثر من نقطة الآن). با أننا أبقينا الفرضية E, OU‏ مغلقة. 


oo المجمورعات‎ 


ففي Re‏ فرضيتنا الجديدة تعن أن E,‏ محدودة كذلك في الفضاء KR,‏ النظرية المعممة 
تصبح نتيجه بسيطة لمبدأً المتتالية الحزئية : المتتالية {xa}‏ المكونه من نقطة من كل 
مجموعة لطا متتالية جزئية متقاربة . نهاية هذه المتتالية هي النقطة المطلوبة. 

لكن الحالة العامة تتطلب Ulay‏ آخر. دعونا نغطى ,58 بجوارات نقاطة بحيث 
لايزيد قطر أي منبا عن 1 . با أن E‏ متراصء. إذن يوجد غطاء نہائى وليكن 
Ni Na, EN.‏ حال المجموعات LY N,‏ أن بحوي lU‏ من جميع الات 
XE,‏ وإلا Op‏ كل »× لاتتقاطع مع واحدة من Em‏ أي lel‏ لاتتقاطع مع جميع E,‏ 
حيث n < m‏ (تذكر أن E,‏ مجموعات متداخلة) . إذا كانت N,‏ منفصلة عن Em‏ و 
Aaa N;‏ عن «b «e e Eg,‏ لايوجد TIE‏ نقاط من ,الكل پ7 <۸ 
حيث ,اكير قيم lp . mi m .... Mp‏ أن الملجموعات ILLE, | Ja UN,‏ 
يعنى أن (e£ YE,‏ نقاط من m, JSE,‏ < «وهذا يتعارض مع الك أن E,‏ 
وات متداخله . هذا التناقض يثبت وجود SEËN,‏ علي نقاط من جميع ES‏ 
إذا إغلاق المجموعات ,5 / AN‏ | مغلقة ومتداخلة وأقطارها لاتزيد عن 1 . 
كرر هذه المحاكمة مع جوارات اقطارها لاتزيد عن :وتغطي إغلاق المجموعة 
INDE‏ ثم مع جوارات أقطارها لاتزيد عن ١اوهكذا.‏ ذه الطريقة 
نحصل على مجموعات متداخلة في ,#وأقطارها تؤول إلى الصفر ومن ثم نطبق نظرية 
كانتور في صيغتها الأصلية . 

يمكن أحياناً استعمال نظرية كانتور لإثبات أن مجموعة معينة غير خالية . فمثلا 
نستطيع البرهان على وجود دوال أو جموعات تتمتع بخاصة معينة إذا تمكنا من كتابة 
هذه الدوال أو المجموعات كتقاطع مجموعات متداخلة تحقق فرضيات نظرية كانتور. 
ولكن يفضل عدم Jil‏ المجموعات المتداخلة مباشرة وإنها نستعمل نظرية أخرى 
والتى هي نتيجة لنظرية كانتور. لكي نقدم هذه النظرية الجديدة LY‏ من تقديم 
مفهوم المجموعات التي يمكن تمثيلها كاتحاد عدد قابل للعد من المجموعات 
المخلخلة. هذه المجموعات تسمى مجموعات من الفئة الأولى le . (First category)‏ 
أن التسمية غير معبرة. EA Lb‏ نسمى هذه المحموعات ضئيلة (Meager)‏ 
لأسباب ستتضح h‏ بعد. | 


o"‏ المدخل إلى الدوال الحقيقة 


في الفضاء eR‏ أي مجموعة مكونة من عدد نهائي من النقاط تكون من الفئة 
الأولى. وكذلك أى مجموعة قابلة للعد. مثل مجموعة الأعداد النسبية. مع أن هذه 
المجموعة كثيفة في كل مكان إلا أنها تساوي اتحاد عدد قابل للعد من المجموعات كل 
منها يتكون من عنصر وحيد . با أن مجموعة كانتور مخلخلة إذن فهي من الفئة الأولى 
ولكنها غير قابلة للعد. إذا أخذنا SUI‏ مجموعة كانتور مع مجموعة الأعداد النسبية فإننا 
نحصل على مجموعة من الفئة الأولى» كثيفة في كل مكان وغير قابلة للعد. 
المجموعات التى ليست من الفئة الأولى تكون من الفئة الثانية le (Second category)‏ 
أن المجموعة الخالية مخلخلة, إذن فهي من الفئة الأولى وعليه فأي مجموعة من الفئة 
الثانية لايمكن أن تكون خالية . هذه النتيجة هي الأساس في استعمال مفهوم الفئة : 
إذا LSE‏ من اثبات أن مجموعة ماء من الفئة الثانية فلابد أن 644( هذه المجموعة 
بعض النقاط . نستطيع أحياناً أن نبر ز مجموعة أشياء معينة على أنها من الفئة الثانية 
وهذا يعني وجود مثل هذا الأشياء. سنعطي بعض الأمثلة بعد قليل . الطريقة تعتمد 
على نظرية (Baire's theorem) y‏ التى تقول إن أي فضاء متري كامل يكون من الفئة 
الثانية . 

سنعطي بعض الملاحظات قبل أن نثبت النظرية . أولاً. كال الفضاء المتري 
ضروري . الفضاء المتري المكون من الأعداد النسبية غير كامل وكل مجموعة مكونة 
من نقطة واحدة هى مخلخلة والفضاء انحاد sae‏ قابل للعد من هذه المجموعات 
المخلخلة . | 

لاحظ أننا لانستطيع أن نجزم بأن أي مجموعة قابلة للعد تكون من الفئة الأولي 
وإن كان هذا يبدو معقولاً . كا لاحظنا في تمرين )1-1( النقطة الواحدة قد لاتكون 
مجموعة غخلخلة. هذا coa‏ مثلاً في أي فضاء يمحتو على عدد نهائى من النقاط . 
التمرين التالي يوضح الحالة المعاكسة . | 


تمرين )374( 
برهن أنه إذا كانت جميع نقاط فضاء هي نقاط OB Ale‏ أي مجموعة مكونة من نقطة 
واحدة LY‏ وأن تكون Aes‏ 


ov الجموعات‎ 


تمرين (۲-۹) 
برهن أن نظرية بير تعني أن Ri‏ ومجموعة كانتور غير Ab‏ للعد. 

الآن نبرهن نظرية بير . اجعل E,‏ متتالية من المجموعات المخلخلة في فضاء 
متري كامل. علينا أن نجد نقطة واحدة على الأقل لاتنتمي إلى أي من المجموعات 
LE,‏ أساس البرهان هو أنه إذا كانت E,‏ مخلخلة op‏ مكملتها تحتوى على جوار 
Ni N,‏ بدوره يحتوي على جوار Na‏ يقع في مكملة E;‏ وفي مكملة cE;‏ وهلم جرا. 
oiy‏ الطريقة نحصل على متتالية من الجوارات المتداخلة والتى تنفصل أكثر فأكثر 
عن cE‏ ولذا فإن أي نقطة مشتركة بين جميع »× لايمكن أن تقع في أي من 
المجموعات E,‏ . 

لكي نبرهن على وجد تقطة مشتركة Ule‏ أن نستفيد من نظرية كانتور. في 
البداية» خذ جوار Ni‏ في CE)‏ . خذ جوارا جزئيا في داخل الجوار الأول بجيث 
لايزيد قطره عن 1 و اجعل M,‏ إغلاق هذا الجوار الجزئي . با أن cale E;‏ إذن 
M.‏ تحوي Ule‏ في CE)‏ (وكذلك في (,8) ). اجعل M:‏ إغلاق جوار جزئى :× 
قطره لايتعدي 1. نكرر هذه العملية» ونحصل على مجموعات M,‏ مغلقة ومتداخلة 


وأقطارها تؤول إلى الصفر وتحقق الخاصية. إن M,‏ منفصلة عن Ej Ej, ..., Ey‏ . 
النقطة المشتركة بين جميع M,‏ هي النقطة المطلوبة لأنها لاتقع في أي من | حموعات 
Ey‏ : 


٠‏ - بعض التطبيقات على نظرية بير 

: (Repeated Integral) من خواص التكاملات المكررة‎ (d) 
f, دالة حقيقية متصلة على فترة حقيقية مثل ]1 ,0[ . اجعل‎ f لتكن‎ 
وهلم جرا. إذا كان أحد‎ f; أي تكامل ل‎ f و‎ f أي تكامل للدالة‎ 
: تساوى صفرا على الفترة‎ f يساوي الصفر على الفترة بكاملها فإن‎ f, التكاملات‎ 
مراراً. النظرية التالية تعمم هذه النتيجة: إذاوجد‎ f, للبرهان ما علينا إلا أن نشتق‎ 
. تساوي صفرا على الفترة‎ TOB fi) = 0 بحيث‎ (x (قد يعتمد على‎ k رقم‎ cx لكل‎ 

لبرهان هذه النظرية c‏ اجعل Er‏ مجموعة النقاط x‏ بحيث 0 = flx)‏ ؛ فرضيتنا 


ðA‏ المدخل إلى الدوال الحقيقة 


تقول إن کل × في [1 ,0] تقع في إحدى المجموعات LE.‏ من نظرية بير نستنتج أن E,‏ 
لايمكن أن تكون جيعها مخلخلة. إذن يوجد k‏ بحيث إن إغلاق Ek‏ يملأ فترة 
فسا LI‏ بالنسبة K anual‏ عدم Raza f,‏ زاوي صقرا عل اللجبوطة «E,‏ إذن 
f) = 0‏ لکل × في 1. 

إدا لم تكن .1 جميع [1 .0] c‏ فإننا نكرر هذه المناقشه على مايتبقى من ]1 ,0[ 
وهلم جرا. ede‏ الطريقة. نجد أن 0= f(x)‏ لجميع قيم × في مجموعة كثيفة في كل 
مكان؛ وبا أن f‏ متصلة فلا بد أن 0 = f(x)‏ لجميع X‏ في الفترة [1 ,0] . 

إن كانت 0 f(x)‏ فبغض النظر عن كيفية اختيار التكامل LY f,‏ أن يوجد 
n‏ ل x‏ (في الحقيقة مجموعة كثيفة في كل مكان) بحيث 0 fi‏ لكل قيم 8 . 
(er)‏ تمثيل كثيرات الحدود: 
خذ دالة متصلة حقيقية f‏ على الفترة ]1 ,0] . إذا كان للدالة ؛ مشتقة نونية تساوي 
الصفر فبالإمكان أن نبرهن (عن طريق قانون القيمة المتوسطة) أن ۲ glas‏ على 
]1 .0[ مع كثيرة حدود لاتزيد درجتها عن 1 - 5 . النظرية التالية تعمم هذه الحقيقة 
كا عملنا في فقرة (أ) . لتكن f‏ دالة اشتقاقية من جميع الدرجات على ]1 I0,‏ 
وافرض أنه عند كل نقطة يوجد مشتقة للدالة ۴ تساوي صفراء أي لكل × يوجد 
رقم n()‏ بحيث 0 = f")‏ . إذن f‏ تتطابق على ]1 ,0[ مع كثيرة حدود. © 

نبدأالبرهان. بجعل E,‏ مجموعة × بحيث 0 = fix)‏ . بالفرض 
كل x‏ تقع في إحدى E,‏ على الأقل. من نظرية بيرء يوجد فترة مغلقة 1 بحيث إن 
Lila‏ من E,‏ كثيف في كل مكان . le‏ أن f?‏ متصلة إذن 0 = f(x)‏ في 1 والدالة 
1 تساوي كثيرة حدود في 1 . إذا لم تكن 1 جميع الفترة ]1 ,0] فإننا نكرر المحاكمة في 
الجزء الباقي من [1 ,0] وهلم جرا. بهذه الطريقة نحصل على مجموعة كثيفة في كل 
مكان مكونة من فترات على كل منها الدالة ؛ تساوي كثيرة حدود. بقى علينا أن 
رهن fol‏ تساوي كثيرة حدود واحدة على جميع الفترات. 

هذا الغرض سوف نطبق نظرية بير مرة أخرى على المجموعة المخلخلة H‏ 
المتبقية عندما نزيل النقاط الداخلية من المجموعة الكثيفة المكونة من فترات من 


[1 ,0] . علينا أن نيرهن Yl‏ أن H‏ تامة . في المقام الأول H‏ مغلقة لأننا حصلنا عليها 
بإزالة مجموعة من الفترات المفتوحة من فترة مغلقة. افرض أن H‏ غير تامة وليس 
فقط الزوج )1 .0( زوالا كان لدينا فترة واحدة من البداية ول يبق مانيرهنه). إذن 
يوجد نقطة y‏ في H‏ ليست نقطة نهاية . هذه النقطة طرف مشترك لفترتين في كل 
f ege‏ تساوي كثيرة حدود. إذا كانت n‏ أكبر من درجتي كثيرات الحدود OP‏ 
f() - 0‏ لجميع x‏ في كلتى الفترتين وكذلك عند الطرف ٠” OY‏ متصلة . 
إذن f‏ تتطابق مع كثيرة حدود في إتحاد الفترتين والنقطة y‏ لاتنتمي إلى 
المجموعة H‏ . 

المحاكمة السابقة تثبت أن H‏ تامة. والآن نفرض أنها غير خالية. اعتير H‏ 
فضاء مترياً كاملا. des‏ نظرية بير عل Ho‏ وتحصل E, Je‏ كيف في 
جوار من H‏ أي أنه يوجد فترة J‏ تحوى X p cim‏ و 
ENNEA f"(x) = 0‏ الفترة ل تحوي فترات مكملة للمجموعة ds H‏ 
كل من هذه الفترات f(x) =0 QK‏ لقيمة معينة m‏ (تعتمد على ). 
إذا كانت f(x) 20 ol msn‏ داخحل × بالإشتقاق. إذا كانت < « فإن 
0ع ب ع f(x) = f^t?)‏ عند أطراق Oy K‏ الأطراف فى H‏ . بالتكامل 
]55983 44 للدالة م تلحصل عل 0- de Mig‏ جميع × . نطق هذه 
الملحاكمة على كل 873 K‏ مكملة ل H‏ 3$( داخل f(x) 2015] €J‏ 
في .J‏ إذن 3 gf‏ نقاطاً من H‏ في اللحقيقة. ولكننا توصلنا 
إلى أن 3 فترة تحتوي على نقاط من H‏ بسبب فرضيتنا أن 11 غير خالية. 
هذا النتاقض يدل عل أن ٭ لي أن كرت الت إن لاجد إلا فة واسندة 
T = [0, 1]‏ منذ البداية والدالة ۴ تساوى كثيرة حدود واحدة على هذه الفترة. 
)>( دوال متصلة ومتذبذية في كل مكان (Continuous Every, Where Oscillating‏ 
Functions)‏ : 
في هذا التطبيق نأخحذ الفضاء المتري المكون من الدوال المتصلة على فترة حقيقة . 
سنيرهن فيهما بعد (الحزء (YV‏ إن هذا الفضاء كامل . دعونا OYI‏ ننشىء دالة متصلة 
وغير مطردة (Not monotonic)‏ في أي فترة. بالإمكان إنشاء مثل هذه الدالة مباشرة 


و المدخل إلى الدوال الحقيقة 


ولكن سنستعمل نظرية بير من أجل توضيح استعمالاتها . الفترات التي أطرافها أعداد 
قياسية تكون مجموعة قابلة للعد. سمها b. Is, o‏ ,1 وليكن E,‏ مجموعة poks‏ 
الفضاء © المطردة على .1. سوف نثبت أن كل مجموعة E,‏ خلخلة في © ومن 
هذا بواسطة نظرية بير نثبت وجود عنصر في الفضاء © لاينتمي إلى أي من 
المجموعات LE,‏ بمعني اخر» يوجد دالة متصلة غير مطردة على أي من الفترات 
I,‏ وهذا يعنى أن الدالة غير مطردة على أي فترة لأن كل فترة في R‏ تحوي فترة 
أطرافها "m‏ قياسية . 

الطريقة لإثبات أن E,‏ مخلخلة مفيدة في تطبيقات عديدة وتتلخص في إثبات 
أن C(E,)‏ مفتوحة وكثيفة في كل مكان . 


تمرين OV)‏ 
اثبت أن المجموعة المغلقة والتي مكملتها كثيفة في كل مكان» تكون خلخلة. 

في البدايةء نشبت أن CE)‏ مفتوحة. إذا كانت f‏ تنتمي إلى C(E,)‏ 
f op‏ غير مطردة على .1. هذا يعني وجود ثلاث y X bla‏ 
OSE) » eyaz wc I, d E 3‏ و fíz) «f(y‏ (أو f(x) > f(y)‏ 
SJ .(f(z) » a‏ أن المسسافة بين ٤‏ وغ في الفضاء C‏ تساوي 
max |f(x)— g(x)|‏ فإذا كانت ع -e‏ إلى f‏ من نقسف القبيةة Gyal‏ 
من بين القيم (*)! - ()1 و (1)2 - f(y)‏ « فإن g) > g(y)‏ و g(y)‏ > (2)ع 
ومن هذا نري أن ۾ غير مطردة على ,1. أي أن جميع العناصر 
g‏ القريبة بصورة كافية من f‏ ليست في En‏ وهذا يعنى أن (,5)© مفتوحة . 

القول OU‏ مكملة E,‏ كثيفة في كل مكان يعني أنه في كل جوار في C‏ يوجد 
دالة ؛ غير مطردة على .1. إن وجود دالة متذبذبة قريبة من أي دالة متصلة لأمر 
بديبي . لكي نبرهن على هذاء نستطيع أن نجعل g‏ مركز جوار في الفضاء «C‏ ونحن 
نستطيع تقريب 8 في الفضاء C‏ بصورة اختيارية بواسطة كثيرة حدود P‏ (انظر الجزء 
4). كثيرة الحدود ها مشتقة محدود فإذا أضفنا إلى الدالة ۴ » داله منشارية TEC‏ 


أسنانها شديدة الانحدار فإننا نحصل على دالة ؛ قريبة من ع حسب مانريد وغير 
مظطردة غل Ty‏ 
(د) وجود دالة متصلة غير اشتقاقية في أي مكان : 
وجود دالة متصلة ليس ها مشتقة عند أي نقطة كان مفاجأة لرياضيي القرن التاسع 
عشر. في الحقيقة» «معظم» الدوال المتصلة من هذه النوعية والمفروض أن ندهش 
عندما نعثر على دالة متصلة قابلة للاشتقاق حتى عند نقطة واحدة. الأغرب من 
ذلك» وجود دالة متذبذبة في كل مكان ومع ذلك ها مشتقة نهائية عند كل نقطة . لسؤ 
الحظ. جميع الأمثلة المعروقة حول الظاهرة الأخيرة معقدة ولانستطيع تقديمها 
CU ta‏ 

وف (as‏ أن عناصر الفضاء C‏ والتى Ub‏ مشتقة iile‏ حتى عند نقطة 
واحدة أو حتى مشتقة من طرف واحد تكون مجموعة من الفئة الأولى في الفضاء © . 
هذه النظرية تدل على أن جميع الدوال المعروفة في حساب التفاضل والتكامل تمثل 
مجموعة من الفئة الأولى فقط في © . إننا هنا لانستبعد إمكانية أن «معظم» عناصر © 
قد يكون ها مشتقات لانهائية من طرف واحد عند معظم النقاط (هندسياء هذا يعني 
أن الرسوم لها قرون (Cusps)‏ . سوف نرى في الحزء CY‏ أن الدالة المتصلة لايمكن 
أن يكون eb lile‏ عند جميع bu‏ فترة . مع أنه يوجد دوال غير اشتقاقية في أي 
Ola‏ دوق تهات iM‏ طق caes‏ إل أن قيا قن" أل العا 
قد تكون مرتبطة مع كون مجموعة هذه الدوال مجموعة من الفئة الأولى CP.‏ «معظم» 
الدوال المتصلة U‏ قرون على مجموعة كثيفة في كل مكان (مثل الدالة *|×| = y‏ عند 
المركز). الدالة غير الاشتقاقية في أي مكان لابد أن تكون متذبذبة في كل مكان لأن 
الدالة المطردة ها مشتقة عند معظم النقاط (انظر الجزء (YY‏ 

الآن برهن على أن الدوال غير الاشتقاقية في أي مكان تكون 
Aes est‏ في © من الفقة الثاتية. As‏ المجموغة E,‏ المؤلفة من 
العتاضر f‏ في © بحيث إنه عند x dla‏ من الفترة [18 — 1 .0[ 


"Y‏ المدخل إلى الدوال الحقيقة 


| f(x + h) — f(x) 
h 


5 


إذا كانت 1١‏ > ط>0. واضح أن أي fils‏ بمشتقة ائية من 
الطرف الأيمن عند x‏ تنتمي إلى واحدة من الملجموعات .E,‏ إذن 
اتحاد المجموعات E,‏ يحتوي جميع عناصر الفضاء © التي ها مشتقة 
غبائية من الطرف الأيمن عند نقطة L‏ سوف نبرهن على أن كل 
E,‏ مخلخلة» وعليه OB‏ اتحادها جميعاً يعطي مجموعة من الفئة الأولى ولذا فهو 
لايساوي الفضاء © . كا في Jill‏ السابق سنثبت أن E,‏ مغلقة ومكملتها كثيفة في 
كل مكان . 

| نرهن أن E,‏ مغلقة بنفس الطريقة المستعملة في JA‏ (ج) أو من كون 
المتراجحة التى تعرف E,‏ تبقى صحيحة عند التقارب في © . أما أن مكملة E,‏ كثيفة 
في كل مكان فهذا ينتج بنفس طريقة المثال (ج) : إذا كانت 4 illo‏ متصلة فإننا نوجد 
دالة قريبة من lh, f‏ مشتقة محدودة ثم نضيف إلى هذه الدالةء دالة متصلة صغيرة 
بحيك يرق هيل وسمها ابيا كبيرا ف القيمة الطلقة. 

(ه) تحليل فترة مغلقة 

(Y- 3) تمرين‎ 

برهن أن الفترة المغلقة لايمكن أن تساوي LEI‏ عدد لانهائي قابل للعد من 
المجموعات المغلقة المنفصلة وغير الخالية 


١‏ - المجموعات التي مقياسها صفر 
(Sets of Measure Zero)‏ 
يمكن أن نعتبر أي مجموعة من الفئة الأولى Vel‏ مجموعة مؤلفة من عدد قليل من 
النقاط وذلك لأنها لايمكن أن تملا فضاء مترياً كاملا. ومع ذلك»ء يمكن أن 
نعتير هذه المجموعات كبيرة إذا نظرنا إليها من وجهة نظر أخرى. مجموعات الفئة 
الأولى قد تكون كثيفة في كل مكان مثل النقاط القياسية في R‏ وقد تكون غير 


اللحمرعات ۳ " 


قابلة للعد مثل مجموعة كانتور» وقد تكون كثيفة في كل مكان وغير قابلة للعد كا 
رأينا سابقا . 

هناك نوع اخر من المجموعات «الضئيلة» والتي لها استعمالات كثيرة . لنفرض 
أن مجموعة ($E‏ ,*1ويمكن تغطيتها بمجموعة قابلة للعد من الفترات المفتوحة والي 
يمكن جعل مجموع أطولها صغيراً حسب مانريد. في هذه الحالة» نقول إن E‏ 
مجموعة مقياسها صفر. هناك تعريف مشابه في ,۸ . المجموعات التي مقياسها صفر 
هي المجموعات التي يمكن إهماها d‏ نظرية تكامل ليبيج (Lebesque T€‏ 
والاسم مقياس (measure)‏ يأتي من هذه النظرية . إذا حدث شىء على مجموعة ماعدا 
التى مقياسها صفرء فإننا نقول إنه حدث في كل مكان تقريباً أو لكل النقاط تقريباً. 

اماد سموعينقء أو عدد نهائي أو حتى مجموعة قابلة للعد من المجموعات التي 
مقياسها صفر يعطينا مجموعة مقياسها صفر. 

واضح أن أي مجموعة قابلة للعد في CR,‏ مقياسها صفر ولذا يوجد مجموعة 
مقياسها صفر وكثيفة في كل مكان. على العكس من ذلك» المجموعة التي مقياسها 
صفر قد لاتكون قابله للعد أو حتى من الفئة الأولى» بين المجموعة من الفئة الأولى 
قد لايكون مقياسها صفر. OY‏ نعطي بعض الأمثلة على ماذكرناه. Yl‏ مجموعة 
کار قير S‏ الد ole zd‏ سفن ]1 iE‏ ع هلدا Loca‏ مرا ug.‏ 
نأخذ عدداً كافياً من الفترات المكملة من E‏ بحيث يزيد مجموع أطوالها عن 
2 - 1. المجموعة الباقية والتى نحوي E‏ يمكن تغطيتها بعدد متناه من 
الفترات لايزيد مجموع lbi‏ عن e‏ ولذا Ol‏ مقياس E‏ يساوي صفر كما ذكرنا. 

الآن ننشىء مجموعة من الفئة الأولى ومقياسها ليس صفرا عن طريق تعديل 
لمجموعة كانتور. اجعل {an}‏ متتالية الأعداد الموجبة بحيث 1 > ٤‏ = ,2 < . احذف 
من فترة الوحدة» pd‏ 8 مفتوحة طوها cag‏ ثم احذف من كل من الفترتين الباقيتين. 
فترة مفتوحة طوطا ده M‏ وهلم جرا. مثل مجموعة كانتورء سوف نحصل على جموعة 
مخلخلة E‏ ولذا فهي من الفئة الأولى. كذلك مقياس E‏ ليس صفرا لأنه لو أمكن 
تغطية E‏ بمجموعة قابلة للعد من الفترات التي مجموع أطواها أقل من € -1. 


^f‏ الملدخل إلى الدوال الحقيقة 


لاستطعنا تغطية فترة الوحدة بمجموعة من الفترات مجموع أطواها أقل من ١‏ وهذا 

لكي ننشىء مجموعة من الفئة الثانية ومقياسها صفر. علينا أن ننشء مجموعة 
كانتور المعممة E‏ من النوع الذى أشرنا إليه قبل قليل. في الفترات المكملة 
للمجموعة CE‏ ننشء مجموعات مماثلة وهكذا بإمكاننا أن نجعل مقياس مكملة اتحاد 
جميع مجموعات كانتور المعممة يساوي صفرء وبا أن كل مجموعة كانتور مخلخلة, 
إذن هذه المكملة من الفئة الثانية . 

نا of‏ عفياس كل فترة ق 8 لساري صقراء قيمكننا أن فت أن عسرعة 
من النقاط.غير حالية بإثبات أن.مقياس مكملتها صفر. فمثلاء مقياس أى مجموعة 
فاب للعد ق ,8 يساوي صفرا: وعليه op‏ ,۸ غير قابل للعد. المجموعة التي 
مقياسها صفر مثل المجموعة من الفئة الأولى «صغيرة» بمعنى أن مكملتها لايمكن 
أن تكون خالية» ولانستطيع أن نقول أي شيء عن مدى صغر المجموعة بدون 
اللجوء إلى نظرية مقياس ليبيج (Lebesque measure)‏ . 


رين )١-1١١(‏ 
افرض أن المجموعة 8 في ,۸ تحقق الخاصية الآتية: يوجد عدد موجب و أقل من | 
بجيث إنه لكل فترة (a, b)‏ نستطيع تغطية المجموعة EN (a, b)‏ بمجموعة قابلة Jal‏ 
من الفترات والتي مجموع أطواما لايتعدى .q(b - a)‏ برهن أن مقياس E‏ يساوي 
صفرا. lia)‏ يعني أن المجموعة التى تغطى جزءاً معيناً على الأكثر من كل فترة. 

لاتغطي أي شىء تقريباً من أي فترة) . 


الفصل الثاني 


الدوال 


١‏ - الدوال 

فى مبادىء الرياضيات نقول إن لإدالة فى المتغير ×إذا أمكن تحديد الكل قيمة من قيم 
× . هذا تعريف عملي جيد ويكفي لكثير من التطبيقات . بالرغم من ذلك» يجب أن 
نشير أن هذا ليس تعريفاً is‏ لمفهوم الدالة. (بنفس الطريقة نحن نتعامل مع 
الجملة ‏ + لامع أن الرمز * لايعنى شيعا فى حد ذاته) . من الأفضل فى الحقيقة إعطاء 
تعريف رياضي دقيق لمفهوم الدالة. خذ مجموعتين غير خاليتين 5 ,۴ من الأعداد 
الحقيقية وكون طائفة من الأزواج المرتبة (x, y)‏ حيث ٤ E‏ × ,۴ € زوحيث إن كل × تظهر 
مرة واحدة فقط وكل y‏ تظهر مرة واحدة على الأقل. هذه الطائفة من الأزواج المرتبة 
تسمی دالة نطاقها E‏ ومداها ۴ أو باختصار دالة من 8 إلى Wai . F‏ إذا كانت E‏ 
مجموعة الأعداد الحقيقة Ri‏ و ۴ الفترة المغلقة [1,1-] والأزواج المرتبة هى sinx)‏ لكل 
LR; (ax‏ هذا مانسميه فى العادة بالدالة ‏ هزة . لاحظ أننا لو جعلنا E‏ الفترة 2x]‏ ,0] 
بدلا من المجموعة OPR,‏ مجموعة الأزواج المرتبة (x, sin x)‏ حيث x € E‏ تمثل دالة 

ختلفة » وهى تحديد الدالة الأصلية على الفترة 2x]‏ ,0[ . 
وهذا مثال آخر. إذا كانت SE‏ الأعداد Al‏ ,د 12,3 و ۴ قفل 
لمجموعة (... ,16 ,9 ,1,4( op‏ الدالة التى أزواجها المرتبة ... ,)3,9( ,)4 ,2( ,)1 ,1( مثال 

على دالة خاصة تسمى فى العادة متتالية أعداد حقيقية . 
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تمرین (-M)‏ 
أى معادلة فى متغبر ين y 9X‏ تحدد مجموعة من الأزواج المرتبة (x, y)‏ التى محقق المعادلة . 
على هذا الأساس فهي قد تعين أو لاتعين دالة . 

قرر أى من المعادلات الآتية تعين دوال : 


x+y =0 (— x^ 4- y^ = 5 (i 
x| + |y| = -2 (> ysl| (= 
X = COSY (3 y=cosx (A 


إذا كانت المجموعة ۴ مكونة من عنصر وحيد مثل العدد 3 فإن الدالة التى 
أزواجها المرتبة (3,*) تكون دالة ثابتة ويجب التفريق بينها وبين الرقم 3 . 

بالإمكان تعميم تعريف الدالة على النحو التالي . لتكن E‏ مجموعة غير خالية 
من النقاط فى فضاء معين S‏ (هذا الفضاء قد يكون ,5 أو © أو أى فضاء >l‏ وقد 
لايكون فضاءً! متر (e‏ ولتكن #مجموعة غير خالية من نقاط فى فضاء آخر iki JT‏ 
قافا عن Sulai‏ إن طائفة جميع الأزواج المرتبة (x, y)‏ حيث لاق 5و لاق T‏ تسمى 
co LAM‏ الكارتيزي ل T, S‏ . أى ذالة من 8 إلى #تكون مجموغة جزئية من هذا 
الضرب الكارتيزي وتتكون من جميع الأزواج G6 y)‏ حيث يظهر كل عنصر فى ٤‏ مرة 
واحدة فقط ويظهر كل عنصر فى مرة واحدة على الأقل. هذه دالة من 8 إلى 7 . 
ونقول إن نقاط المجموعة ۴قيم للدالة وأن F‏ صورة ٤‏ . أحياناً نسمى مثل هذه الدالة 
راسا من 5 إلى ۴ , 

الضرب الكارتيزى لمجموعة الأعداد الحقيقية R,‏ يعطى الفضاء د۸ I3)‏ 
isi ae‏ المناسبة فى الفضاء الجديد) . الدالة نطاقها ومداها فى ER,‏ مجموعة 
من النقاط فى د #تسمى منحنى الدالة. مثل هذه الدالة تسمى دالة حقيقة فى 
متغير حقيقى . فى هذا الكتاب لن نعرف ولن نستخدم مفهوم المتغير . 

المزية الرئيسية من هذا التعريف المجرد للدالة والذى يعتمدعلى مجموعة من 
الأزواج المرتبة هو أنه يعطينا أشياء رياضية معرفة بدلالة مفاهيم سابقة معروفة لدينا. 


YY الدوال‎ 


ولذا نستطيع إرجاع أى برهان حول الدوال إلى هذه المفاهيم الأولية . من عيوب هذا 
التعريف أننا نفقد المحتوى البديبي لمفهوم الدالة . لذا يستحسن النظر إلى الدالة على 
el‏ تحويل أو راسم أو قاعدة تنقل عناصر النطاق إلى التطاق ce Lal‏ وخضوضا عند 
تقديم المفهوم لأول مرة وكذلك فى تطبيقات مفهوم الدالة فى مجال الفيزياء وغيرها من 
الأغراض العملية . 

يمكن أخذ مجموعة الأزواج المرتبة على Vel‏ نموذج للدالة وليست الدالة 
ذاتها. إذا أخذنا مفهوم الدالة على أنه مفهوم أولي فبالإمكان عندئذ تعريف الزوج 
المرتب بدلالة C PAUL‏ 

المتتالية دالة نطاقها مكون من الأعداد الموجبة. عند معالحة المتواليات نعتير 
النطاق معروف وثابت ولذا فإننانحدد المتوالية بسرد نقاط المدى حسب الترتيب 
امد عن تقاط التطاق. وعتدتد تسمى تقاط الق ole‏ العالية بدلا من تسميتها 
فيم الدالة. هذا يعيدنا إلى التعريف غير الدقيق للمتوالية والذي استعملناه في 
ead‏ 3 المتتالية (... .2.4.8.16) أو المنتالية ("2) تعنى مجموعة الأزواج المرتبة 
...)3.8( ,)2,4( ,)1,2( . والمتتالية (1) تعنى ispat‏ الأزواج ...1 0T ES‏ 
المتتالية الحرئية لمتتالية معطاة هى تخصيص (نحديد) المتتالية على مجموعة جزئية من 
الأعداد الطبيعية ويمكن تحديدها عن طريق إعادة ترقيم عناصر المتتالية . فمثلا 
("2) متتالية جزئية لمتتالية (n)‏ . (المتتالية المنتهية لاتعتر متتالية حسب تعريفنا (La‏ 

اذا أردنا أن نكون دقيقين فعلينا أن نفرق بين رمز الدالة وبين قيمة الدالة عند 
النقطة x‏ أى f)‏ . الرمز ؛ يمثل مجموعة الأزواج المرتبة بينا 60 ترمز للنقطة فى المدى 
والتى lass‏ مع النقطة × فى النطاق. فمثلاء الدالة اللوغارتمية مكونة من الأزواج 
(x, log x)‏ € أحد هذه الأزواج (1.ع) و 1= log(e)‏ . في العادة لانفرق بين الدالة 
وقيمتها. وقد يبدو الحديث عن الدالة Lo è log x‏ ولكن علينا أن نحدد نطاق JI JI‏ 
والذى ككرت من o) à XE‏ ,0( هدم الخالة. LT‏ تريد اديت عن موان SÍ‏ 
تعقيداً مثل الدالة التى تأخذ القيمة cx ace log(sin x)‏ وني هذه الحالات لامفر من 
استخدام العبارة غير الدقيقة «الدالة clog(sinx)‏ إننا نواجه نفس المشكلة عندما نريد 
الحديث عن بعض الدوال البسيطة والتى لايوجد هما أسماء متفق عليها. الدالة التى 


TA‏ الخ إق الدوال اقيق 


أزواجها المرتبة (× (x,‏ حيث × فى النطاق تدعى الدالة *» ولكن بصورة أدق نقول 
Ll‏ الدالة 1 حيث ×= (12 . 

إذا كان نطاق الدالة ؛في OPR‏ قيمها تكتب في الصورة f(x)‏ . أما إذا كان 
النطاق في GGR,‏ نكتب القيم في الصورة cfi y)‏ مع أن f(x y))‏ أدق في الحقيقة . 
يرمز في العاده لعناصر متتالية بالرمز ,5 بدلا من sin)‏ مع أنه من المفروض أن نرمز 
للمتتالية بالرمز s‏ . فمثلا المتتالية المكونة من الأزواج المرتبة ... ,)9 ,3( ,)4 ,2( ,)1 ,1( 
تكعب في العانفة (n?)‏ وكقذلك أى ديد للمشمعالية Lau‏ له QUAS‏ 
د - 52[5). د (m) {n)a‏ حيث « فردية وهلم جرا. بنفس الطريقة. نستطيع LLS‏ 
دالة f‏ مثل f(x) = sin2x‏ حيث النطاق ,۸ في الصورة (sin2x)‏ بحيث يرمز sin 2x‏ 
للنقاط التى في مدى الدالة والتى ترتبط مع النقاط ×من النطاق. تحديد هذه 
الدالة على الفترة (0.27) يصبح (sin2x)‏ حيث x > 2n‏ 0 . هناك رموز كثيرة 
شائعة CC D JR YI‏ وليس من الحكمة الالتزام بأى منها في هذا الكتاب . 

في الأصل» كانت الدالة هي مايعرف بواسطة قاعدة أو قانون ولم يسبب هذا 
أى مشاكل لمدة طويلة . بالإمكان التعبير عن الكثير من الدوال بواسطة قوانين قد 
تكون معقدة إلى حد ما. (لاحظ أن الدالة البسيطة f(x) = sin x‏ تخفي وراءها عملية 
قحلن قهن الجاات) SC.‏ إذا كانت :دوع حيث Les lode x‏ 
و 0= (X)‏ حيث *غير نسبى OB‏ 


f(x) = lim lim (cos m!'zx)". 
Im — هن‎ m= 


(Y) تمرين‎ 
OD uas; ss] il ita دا‎ 


m 
f(x) = lim lim lim Y [~= (cos ((v!)' zy 1 (23 [ 
T— X m-—- [mae ® VY = 


هذه الدالة تعطينا عند العدد الصحيح الموجب × کر عامل dal‏ للعدد X‏ , 
al‏ ارال Ll‏ ك gal‏ عتا من السوال افا م idol A‏ 


الدوال 14 


تعتير دوال خاصة (راجع الحزء (YA‏ الحقيقية يوجد دوال نطاقها ومداها في R,‏ 
لايمكن الحصول عليها من الدوال المتصلة وبعدد لانهائي قابل للعد من عمليات 
الباية!؟'). سرف لاتعطى سالا غل ea‏ الظاهرة هنا. 

مع أن الدوال بصفة عامة تتمتع ببعض الخواص الشيقة والجديرة بالاهتمام 
(راجع بند )7١‏ نجد أن معظم الخواص المامة مقصورة على دوال تنتمى إلى مجموعات 
معينة . لحسن الحظ. نجد أن معظم الدوال التى تظهر بصورة طبيعية في تطبيقات 
الرياضيات تكون في الغالب متصلة أو قابلة للاشتقاق. لذا نجد أن دراسة خواص 
مثل هذه الدوال أمر هام ومرغوب فيه . 


۴۳ - الدوال المتصلة 

سوف نعرف ماذا نعنى بالدوال المتصلة ومن ثم نناقش بعض خواص هذه الدوال. 
م يظهر مفهوم الاتصال في الرياضيات بهذه الصورة وإنما جاء المفهوم أولاً ثم بحث 
الناس عن تعريف مناسب لمفهوم الاتصالي البد.بي . إذا كانت الدالة معرفة على فترة 
من ۸ فقد كان الاعتقاد في وقت ما أن مثل هذه الدالة تكون متصلة إذا أخذت كل 
قيمة واقعة بين أى قيمتين من قيمها أى أن صورة كل فترة في النطاق تكون فترة 
أو نقطة . هذه خاصية القيمة المتوسطة (Intermediate value property)‏ . لسوء | cht‏ 
هذه الخاصية وحدها لاتجعل الدالة تتمتع بجميع الخواص التى نتوقعها في الدالة 
المتصلة . فمثلاً الدالة 550 لجميع قيم x‏ ماعدا 0 و 0= f(0)‏ نحقق خاصية 
القيمة المتوسطة ولكننا لانجدها متصلة عند النقطة 0 . بالإمكان إنشاء دالة حقق 
خاصية القيمة المتوسطة في كل فترة مهما كانت صغيرة بدون أن تكون متصلة وذلك 
LEM‏ تأخذ جميع القيم بين 0و 1 على كل فترة . 

ننشىء هذه الدالة على النحو التالى C9,‏ خذ × بين 0و 1 وانشرها في النظام 
Tct‏ ... وقبة.0 = x‏ وخخل العدد ... z = 0.a;23a5‏ . إذا م تكن 2 كسرا دوریاء اجعل 
Lr) > 0‏ أما إذا كانت 2 دورية حيث تبدأ دورتها الأولى بالخانة ax,‏ فسوف 


, f(x) = ويقوية.0‎ 12825 +4. 


V‏ المدخل إلى الدوال الحقيقة 


هذا يعرف الدالة المطلوبة f‏ . إذا كانت i ui ei‏ فباستطاعتنا إمجاد n‏ كبيرة 
بصورة كافية بحيث نحوى l eS SERE‏ منتهيا m-l‏ 8 كككذلك جميع 
الأعداد 20 aan-‏ ... 0.245 والتى "mao‏ الأولى وعددها 1 -20 . ليكو 


0.a,a4 2 don — 1982n + 18920 + 3 نستطيع أن نجعل ءءء‎ . (0, 1) T (أى عدد‎ = 0. bib; a. 
أن‎ Ao الأساس‎ BU Aes dog | AME دوريا بيحيث نذا دورته الأول‎ 


x K = 0.a;a; » a HEM z TUETM 4 مجقوط,‎ 43-5: 


f(x) 2 y وصورته‎ 

الأمر الغريس هنا DÍ ya‏ ن كل دالة معرفة على فترة فى R;‏ ومداها في ,8 
يمكن تمثيلها كمجموع دالتين كل ee‏ تأخذ كل القيم الحقيقية في كل فترة جزئية 
من نطاق NN‏ ا" C‏ 

ربا أن القارىء على علم بتعريف الاتصال للدوال الحقيقية المعرفة على R,‏ 
تقول إن الدالة#متضلة عند ×إذا LS‏ من SL]‏ علد رجب 8 بحيث 
Ix - | > 5‏ يقتضى أن € > f(x) - f(x)|‏ حيث ٤‏ عدد موجب اختيارى ؛ ونقول إن ؟ 
متصلة على فترة ما إذا كانت متصلة عند كل Alam‏ من الفترة. الفكرة البديهية وراء 
هذا التعريف هى أن كل تغيبر صغير في مكان نقطة من النطاق يؤدى إلى تغيير 
صغير في مكان صورتها في المدى. ولكن علينا أن نعرف بأن هذا التعريف لايتطابق 
ماما كا نريد مع مفهومنا البديبى للدالة المتصلة . NON‏ لالتمكن من رس 
منحنى دالة متصلة بواسطة Jia‏ إذا كانت الدالة متذبذة في كل مكان (راجع 
الجزء .)٠١‏ في الحقيقة, المفهوم البديبى للدالة المتصلة أقرب إلى الدالة المتصلة 
والتى يتألف منحناها من عدد نهائى من الأجزاء المتزايدة أو المتناقصة . 

بالإمكان تعميم تغرف الاتسال إل اضالات الى يككونفيها الطاق واد 
في أى فضاء ات مترية. في أبسط الحالات» يحتوى نطاق de f‏ جوار حول النقطة x;‏ 
ds‏ هذه الحالة نقول إن f‏ نتضلة سند umo x)‏ إذا أعطينا أ WOW‏ €( 
تمكننا من إيجاد عدد موجب 5 بحيث إذا كانت. 6 > d(f(x), f(x.) > e ob d(x, xo)‏ 
(لاحظ أن الرمز 4 قد يعنى مسافات مختلفة) . 


V الدوال‎ 


إذا أردنا دراسة الاتصال في حالات أعم فسوف نجد أن الدالة قد تكون 
متصلة أو غير متصلة تبعاً للفضاء الذى يقع فيه نطاقها. فمثلاً, خذ دالة ثابتة معرفة 
على .R,‏ هذه ila Lab‏ متصلة عند كل نقطة من نطاقها. ولكن إذا اعتيرنا ,8 
مجموعة جزئية من WER,‏ لانستطيع القول بأن الدالة متصلة عند أى نقطة لأا غير 
معرفة في أى جوار من د۸ . في الحقيقة هذه الدالة تحديد أو تخصيص على JUR,‏ 
كثيرة معرفة على Ry‏ وبعض هذه الدوال متصلة والبعض PM‏ متصل . 

باستطاعتنا (Gl‏ أن نعتبر نطاق الدالة فضاءا مترياً في حد ذاته» ومن ثم 
نتساءل ما إذا كانت الدالة متصلة بالنسبة إلى نطاقها. هناك فكرة جديدة لها علاقة 
بتخصيص دالة على مجموعة جزئية من نطاقها. قد يحدث أن يكون التخصيص دالة 
(بالنسبة للنطاق الجديد) وإن لم تكن الدالة الأصلية متصلة . فمثلا الدالة ؛التى تأخذ 
القيمة 1 على الأعداد النسبية من Ri‏ والقيمة 0 على الأعداد غير النسبية غير متصلة 
عند جميع النقاط. ولكن تخصيص الدالة نفسها على المجموعة أ المكونة من الأعداد 
النسبية في Ri‏ يصبح دالة متصلة على الفضاء P‏ . نقول في هذه ULH‏ إن الدالة 
الأصلية غير متصلة عند جميع نقاط LSU, (P‏ متصلة عل P eL XL JU P‏ : 
نستطيع تفادي الالتباس الذى ينتج عن مثل هذه الأمور إذا أخذنا في الاعتبار أن 
تعريف الدالة يتطلب تحديد نطاقها بالإضافة إلى تحديد كيفية حساب قيم الدالة. 
إن تحديد النطاق أمر ضرورى وخصوصا إذا كانت الدالة معطاة بواسطة قانون. 

إذا قلنا إن الدالة f‏ متصلة عند النقطة ,«*المنتمية للمجموعة 8 بالنسبة ل E‏ 
فإننانعن أن تخصيص :على 8 دالة متصلة عند ,««بالنسبة للفضاء 8 . 
بالإمكان الحصول على تعريف مكافىء وذلك عن طريق تعريف )6,8( المعطى في 
الصفحة السابقة بشرط أن ينتمي العنصر :إلى المجموعة ۴ . فمثلا لتكن ؛ معرفة على 
فترة حقيقية تحوي ««داخلها ولتكن g‏ تخصيص :على الفترة gll b)‏ إلى 
يمين النقطة xa‏ إذا كانت ع متصلة عند ««#فإتنا نقول إن ٤‏ متصلة عند X;‏ 
من اليمين . هذا يعبى أن f‏ تحقق شرط الاتصال عند ,×حيث نأخحذ جواران 
من اليمين فقط . كسال» نأخذ الدوال 5.2.5 والتى isb‏ القيمة 1- على 0 > x‏ 
والقيمة 1 le‏ 0<عبينا 1= -1«f(0)‏ = )0(£ ,0 = (5)0 . إذن #متصلة 


VY‏ المدخل إلى الدوال الحقيقة 


من اليمين عند 0 fa,‏ متصلة من اليسار و ا غير متضلة من أى جهه ALIAS,‏ 
جميع الدوال الثلاث غير متصلة عند 0 . 


(VW) os 
متصلة على‎ ila نقطة من فضاء متر ي» هي‎ y حيث‎ f(x) = d(x, y) 3JI UI برهن أن‎ 


الفضاء . 


تمرين (Y- Y)‏ 
لتكن E‏ مجموعة مغلقة في فضاء متري. وعرف الدالة D(x)‏ عند أى X ika‏ من 
الفضاء بأنها بعد ×عن E‏ . برهن أن 2 متصلة . 

إذا أردنا تعميم الاتصال إلى فضاء ات غير مترية فعلينا البحث عن تعريف, 
لايعتمد على مفهوم المسافة. مع أننا سوف نقتصر على دراسة الفضاء ات المترية في 
هذا الكتاب» إلا أننا سوف نعطى تعريف الاتصال في الفضاء ات العامة وهذا 
i a‏ العام ج فق اة تاقري سا سريف Juda‏ يرال 
إن f‏ متصلة على نطاقها ]15 و إذا فقط كانت الصورة العكسية لكل مجموعة مفتوحة 
في المدى هى مجموعة مفتوحة في النطاق. والنطاق هنا فضاء ومعرف به مجموعات 
مفتوحة . الصورة العكسية لمجموعة E‏ تعنى مجموعة نقاط النطاق والتى تقع صورها 
T‏ 5 . فمثلا. إذا كانت f(x) = sin x‏ على النطاق ,۸ فإن الصورة العكسية للفترة 
)1 ,0( تتكون من اتحاد الفترات x)‏ ,0( ,)31 ,27( ,(7- ,721( .... والتى dass‏ | مجموعة 
مفتوحة. أما إذا كا نت 1 = f(x)‏ على 0 < × ,0 = (1)0 ,1- = f(x)‏ على 0 > × فإن 
الصورة العكسية للفترة المفتوحة v»)‏ ,715( تتألف النقطة 0 وحدها ولذا فهى غير 
مفتوحة . 


تمرين (Y-W)‏ 
أعط مثالا يدل على أن صورة مجموعة مفتوحة تحت دالة متصلة قد لاتكون مفتوحة . 


لكى نتحقق من LS‏ تعريفي الاتصال في حالة الفضاء g A‏ نفرض أن 


YY الدوال‎ 


#نتضلة حسب التعريف الأول. لتكن E‏ جموعة مفتوحة فى فضاء المدى ولتكن x;‏ 
نقطة في الصورة العكسية ل E‏ . إذن f(x) € E‏ وإذا كانت صغيرة بصورة كافية OB‏ 
كل ر بحيث ‏ > y)‏ ,(0)1050 لابد وأن تنتمى للمجموعة E‏ (لأن E‏ مفتوحة). وحيث 
إن :متصلة فلابد من وجود Ò‏ موجبة بحيث أن 8 > d(x, x)‏ يقتضى 
d(f(x), f(x9)) > €‏ . إذن فجميع النقاط x‏ القريبة بشكل كاف من «×تكون صورها في 
CE‏ وهذا يعنى أن الصورة العكسية ل E‏ تحوى جوارا كل نقطة من نقاطها ولذا فهى 
مفتوحة. والآن نبرهن الجزء الآخرء ونفرض أن الصورة العكسية لكل مجموعة 
مفتوحة هى مفتوحة . هذا يقضى أن الصورة العكسية لأي جوار في المدى ومعرف 
بالمتر اجحة € d(fG), f(x)‏ سيكون مفتوحاً ولذا فهو يحوى جوارا مشل 
d(x;x)) « à‏ وهذا جوار مناسب يحقق الشرط المطلوب في التعريف الأول . 

لقد bap‏ على أكثر نما قصدنا في بداية الأمر» حيث أثبتنا أن f‏ متصلة عند 
x,‏ إذا وإذا فقط كانت الصورة العكسية لكل مجموعة مفتوحة حول fox)‏ تحتوى 
جواراً للنقطة x‏ 


تمرين )5-1١7(‏ 
إذا كانت دالة حقيقية ومتصلة عند xy‏ و 0 + fon)‏ فيرهن على وجود جوار 
حول x‏ بحيث 0 < m‏ < |(×)۴| على هذا الجوار. 


خرين (9-W)‏ 
إذا كانت f‏ دالة حقيقية R, d 4$ xa‏ ومتصلة عند Xo‏ فيرهن على أن f‏ محدودة على 


تمرین (v7)‏ 
الدالة الحققيقية f‏ معرفة غلل Ri‏ وغير متصلة عند ن أثبت 352-5 متعالية (x,)‏ 


. If(x,,) — f(x) > € Y وعدد موجب ع‎ X kle 


Ví‏ المدخل إلى الدوال الحقيقة 


Al al خواص الدوال‎ — f 

من المعروف أن مجموع أو حاصل ضرب أو خارج قسمة دوال متصلة يكون دالة 
متصلة (بشرط أن لانقسم على صفر). يجب أن نفترض أن الدالتين f‏ ,ع هما نفس 
النطاق وأن قيم هذه الدوال في ,۸ . في هذه ILI‏ نستطيع أن نعرف ع + ؛ Ug, fg,‏ 
بالطريقة المعتادة. إذا كانت f‏ ,۾ دالتين متصلتين عند olx‏ ع + fig, fg, f‏ حميعها دوال 
متصلة إذا كانت معرفة . إذا كان نطاقا الدالتين ؛ .م مجموعتين محتلفتين ol‏ ع + ġuf‏ 
مجموع تخصيص هاتين الدالتين إلى تقاطع نطاقي ۲ .8 وبنفس الطريقة. Ug.‏ يعني 
خارج قسمة g. f panat‏ إلى abla‏ نطاقی f‏ ,۾ بحيث لا تأخذ ع القيمة صفر. لاحظ 
هنا أن الدالتين f(x) - 1 yfi) = xix‏ مختلفتان (us oY‏ مختلفة ولايمكننا 
القول بان 5 متصلة عند 0 . التمرين VY)‏ 07( مفيد عند دراسة اتصال حاصل 

ضرب دالتين . 


تمرين )١-١5(‏ 
إذا كانت ٤‏ متصلة عند × nég,‏ متصلة عند هذه النقطة فيرهن أن ع + غر متصلة 
هناك . هل بالإمكان أن تكون ع + ؛متصلة عند xy‏ إذا كانت g, ٤‏ غير متصلتين عند 


E: Xo 


تمرين )5 (Y-‏ 
أكمل فاسل براعين اقصال التوالم + اء fg‏ وج حيث 8,4 دالتين متصلتين . 
نقول إن الدالة f‏ أحادية Univalent)‏ أو (One-to-one‏ إذا لم تظهر أى قيمة لمن 
المدى أكثر من مرة في مجموعة الأزواج المرتبة التى تكون الدالة . في هذه الحالة الأزواج 
ا مرتبة y, X)‏ حيث (Ay‏ المدى و (3x‏ النطاق تمثل دالة نسميها معكوس | f(Inverse)‏ ونرمز 
هابالرمز Giai f^!‏ يساوى مدى f‏ ومداها يساوى نطاق f‏ . يحدث أحياناً أن يكون 
معكوس الدالة المتصلة الأحادية دالة متصلة. هذا صحيح إذا كان نطاق الدالة 
مجموعة متراصة في ,۴ أو بصورة أعم عندما يحقق النطاق خاصية بولزانو - 
فيرشتراس والتى تقول إن كل مجموعة جزئية لابائية من النطاق لها نقطة نهاية . 


Vo الدوال‎ 


والآن نبرهن ماسبق. Ule‏ أن نثبت أن صور المجموعات المفتوحة تكون 
مفتوحة ON‏ هذه الأخيرة هى الصورة العكسية للمجموعات المفتوحة تحت الدالة 
L7‏ هذا يكافىء قولنا OU‏ صور المجموعات المغلقة تكون مغلقة وهذا أسهل 
UJ ALL‏ هنا. 


تمرين (Y-3£)‏ 
اثبت التكافؤ في الجملة السابقة . 

لتكن E‏ مجموعة مغلقة في نطاق ٤‏ ولتكن ۴ صورة E‏ وخذ «الإنقطة Ale‏ 
للمجموعة ۴» Ule‏ أن نبرهن أن yo € F‏ . اجعل {yn}‏ متتالية من نقاط ۴ المختلفة 
بحيث Yo‏ — ولاو اجعل f(x)‏ = ور . o‏ أن الدالة أحادية فتوجد ,×وحيدة لكل Ya‏ 
وكذلك OY ike blax,‏ ملامختلفة. إذن المجموعة المكونة من Ux,‏ نقطة نهاية x;‏ 
ولذا توجد متتالية جزئية (,*) تؤ ول إلى .xo‏ إذن x, € E‏ لأن E‏ مغلقة. با أن ؟ 
متصلة. إذن :)1 — SII Yn = f(x)‏ ولاح Yn‏ ومنه نجد أن Yo = f(x) € F‏ . 

مع أن خاصية القيمة المتوسطة (الجزء (AY‏ ليست خاصية تميزة للدوال المتصلة 
إل اا من خراص الدوال awa ih alas‏ حفن (dos JE‏ ان alla‏ فة 
متصلة محقق خاصية القيمة المتوسطة ]15 كان نطاقها مجموعة مترابطة في فضاء متر ي 
S‏ . لبرهان ذلك نجعل f(b) = B, f(a) = A‏ ونجعل 8 > © > A‏ . خذ المجموعتين 
E, E;‏ في 5 والمكونة على الترتيب من نقاط S‏ بحيث © > f(x)‏ ونقاط S‏ بحيث 
f(x) C‏ اناق المجموعهان منقصتحان SN f) OM‏ 55 3,4 أقل من C‏ 
وأكير من C‏ نفس الوقت. هاتان المجموعتين غير خاليتين ٤ E, OV‏ ةو 
b e E,‏ وهما كذلك مفتوحتان eM‏ الصورتان العكسيتان لمجموعتين مفتوحتين . 
با أن نطاق f‏ مترابط فهو لايساوى اتحاد مجموعتين مفتوحتين غير خاليتين 
ومنفصلتين. إذن نطاق f‏ لابد وأن يحتوى على نقطة واحدة c‏ على الأقل 
لاتنقض إلى E,‏ أو LE,‏ القيمة الممكنة ل JE (uA f(c)‏ 

لقد رأينا في الحزء ۷ أن الدالة الحقيقية المتصلة والمعرفة على مجموعة متراصة 
تأحذ قيمتها الكبرى والصغرى. 


V"‏ المدخل إلى الدوال الحقيقة 


(£-1$) tX 
M يمكن الحصول على برهان أفضل للجملة السابقة إذا فرضنا أن أصغر حد علوي‎ 
. 77-77 لقيم ؛ ليس قيمة ها ومن ثم فحصنا الكمية‎ 


تمرين )0-31( 
استنتج أنه إذا كان النطاق متراصا ومتر ابطا فإن مدى أى دالة حقيقية ومتصلة يكون 
فترة محدودة ومغلقة أو نقطة . 


التراص ليس ضروريا لوجود قيمة عظمى . 


تمرين (4١-5أ)‏ 
حذا الدالة الحقيقية f‏ المتصلة وغير السالبة على النطاق )= [a,‏ واجعل 0 — f(x)‏ 
عندما * + × . برهن fol‏ تأخذ قيمتها العظمى على )9 [a‏ . 


dis‏ (14-هيم 
حذ الدالة ٤‏ كما في التمرين السابق ولكنها موجبة lo‏ برهن على وجود متتالية (s)‏ 
حت اج يرلاو f(x) > f(x,)‏ لجميع ix x‏ أن أنه olàx— o Ue‏ الدالة f‏ 
لاتاخذ قيمة كبيرة مثل التى تأخذها عند XS‏ 

الآن نعطى بعض تطبيقات خاصية القيمة المتوسطة. خذ الدالة الحقيقية f‏ 
المعرفة على فترة في ,۸والتى تحقق خاصية القيمة المتوسطة على أى فترة من نطاقها 
وأفرض آنا غير متصلة عند النقطة ٠‏ . باستعمال التمرين (OM)‏ نستنتج وجود 
(x)‏ نهايتها c‏ بحيث إما ade  ثيح fxn) < f(c) + ٤‏ موجب أو o F(xa) > f(c) - e‏ 
ولنفرض الاحتمال الأول. بها أن E‏ تحقق خاصية القيمه المتوسطة على كل فترة فإنها 
تأخذ كل قيمة بين e a e)‏ + 0): . أضف إلى ذلك أنها تفعل ذلك عدد GG Y‏ 
من المرات لأننا نستطيع lo‏ أن نختار جوارا أصغر حول » . إذن إذا كانت الدالة 
المعرفة على فترة من ۴ تحقق خاصية القيمة الوسطى على كل فترة جزئية وهى كذلك 


YY الدوال‎ 


غير متصلة فهى لابد وأن تأخذ بعض القيم عددا لانهائيا من المرات . (إذن الدالة 
غير المتصلة والتى تحقق خاصية القيمة المتوسطة والمنشأه في بند ٠۳‏ توضح هذه 
الحقيقة على أحسن وجه). كا نحصل على النتيجة الآثية: إذا كانت دالة تحقق 
خاصية القيمة المنوسطة على كل فترة ولاتأخذ أى قيمة أكثر من مرة واحدة فإنها 
متصلة . إذن فالدالة متصلة إذا أخذت كل قيمة بين (1)3 و (0)؛مرة واحدة فقط على 
كل فترة b]‏ .3] في نطاقها"'” . 

الدالة المطردة الفعلية تعطى مثالا على دالة لاتأخذ أى قيمة أكثر من مرة ولكن 
ليست جميع الدوال التى محقق هذه الخاصية مطردة فعلية . (خذ 1 + f(x) = x‏ على 
ss). .(0ex«llefG)ex-15,-1«x«0‏ الدالة alas!‏ الى لاتاخذ 
أى قيمة أكشر من مرة واحدة لابد وأن تكون مطردة فعلية . لأنها لولم تكن مطردة 
ilai‏ لو جدنا نقاطا PC tx) > f(x) « f(xi) > f(x;) & x, > x: > x»‏ 
هذه المتراجحات) ولذا op‏ ۲ تأخذ قيمتها العظمى عند نقطة بين ,* و [OY)x:‏ 
متصلة) وتصبح القيمة العظمى EE‏ لاعف آى فة الكل من عر إذا 
f(x) < f(c)‏ لقيم dex‏ جانبي النقط » ومن خاصية القيمة المتوسطة نجد أن f‏ تأحذ 
قيمة بالقرب من ©)1مرتين وهذا يناقض الفرضية . (نفس النقاش يثبت أن الدالة 
Abad‏ لاب أن تكرت مطردة ون Lee‏ العطس والسفرق allal‏ أن أنه إذا 
كانت t‏ تأخذ قيمتها العظمى عند x;‏ وقيمتها الصغرى عند «×(حيث 
(o x‏ ولاتأتحذ قيمة عظمى أو صغرى فى الفترة x)‏ و )قان f‏ 
مطردة في e X2)‏ ,*). ). 

لقد برهنا oY‏ أن الدوال المتصلة على فترة في ۸والتى تأخذ كل قيمة مرة 
ن عل Lf‏ الدوال الطرعة القعلية, مس EAM‏ الى Ae‏ كل ia‏ 
مرتين فقط؟ الجواب هو أنه لايوجد مثل هذه الدوال'”. لنفرض أن alat‏ من هذا 
النوع. Mello‏ غير مطردة فهى تأخذ قيمتها العظمى أو الصغرى داخل نطاقهاء 
ولنفرض أنها تأخذ القيمة العظمى . إذن يوجد x; > b oux;‏ > هو 4í(x) = M‏ 
f(x) > M‏ على 8 + x; > xy‏ > 8 - ر× . القيمة M‏ توخذ مرتين» مرة عند «×ومرة عند 


VA‏ المدخل إلى الدوال الحقيقة 


نقطة أخرى yo‏ أى رسم يوضح أن الدالة ۴ لايد أن تأخذ قيمة ما M’‏ بحيث M < M'‏ 
بالقرب من «لاومرتين على الجوانب المختلفة للنقطة ««وهذا تناقض . البرهان الكامل 
يعتمد على خاصية القيمة المتوسطة وهو متر وك للقارىء . 

بها أن الدالة المتصلة ؛لايمكن أن تأخذ كل قيمة مرتين فقط. لنفرض الآن أن 
؟ تأخذ كل قيمة مرتين على الأكثر. في هذه ال حالة نستطيع القول بأن منحنى f‏ يتكون 
من ثلاثة أجزاء مطردة على C1? ESY‏ (مثل المنحنى في شكل رقم ۳ بعد حذف sah‏ 
من .أحد طرفيه) . 

يجدر بنا هنا ملاحظة عدم وجود حقيقة ممائلة للدوال المتصلة التى تأخذ كل 
قيمة ثلاث مرات على الأكثر ومنحنى هذه الدالة قد لايتألف من عدد نهائي من القطع 
CO uan‏ كما في شكل (Y)‏ حيث إن ضلع المربع النوني من اليمين يساوى à,‏ 


و 96 > وروت . 


شكل (Y)‏ ° 
ppi‏ أن f‏ متصلة على b]‏ ,ة]وتأخذ كل قيمه مرتين de‏ الأكثر. مماسيق نرق 
أن ٤‏ مطردة بين أى قيم عظمى وصغرى متتالية . فإذا كانت القيم العظمى والصغرى 
للدالة f‏ عند الأطراف f Op lax‏ مطردة . إذا لم تكن مطردة فلابد أن يكون ها قيمة 
عظمى أو صغرى داخل نطاقها ولتكن قيمة عظمى عند » . إذا لم يوجد قيم عظمى 


V4 الدوال‎ 


أو صغرى داخلية فإن الدالة مطردة على (c, b) g(a, c)‏ . الحالة التالية هى التى يكون 
للدالة f‏ قيمة عظمى داخلية واحدة عند ©. وقيمة صغرى داخلية عند ده مثل 
e b‏ ن > د . إذن ٤‏ مطردة على كل من الفترات الثلاث b), (ci, e), (a; c1)‏ ,65( . 
أخيراً لنفرض أن عدد القيم العظمى والصغرى الداخلية للدالة ۴ أكثر من أثنين . 
لنفرض أن ۲ تأخذ قيمة عظمى وقيمة صغرى وقيمة عظمى (ليست متتالية 
بالضرورة) عند النقاط 6 بيه رعحيث ن > e;‏ > عو f(c)) < f(c)‏ و f(cs) < f(c))‏ 
ولنفرض كذلك أن f(c) < flea)‏ . إذن isb f‏ قيمة أقل بقليل من fl)‏ مرتين على 
الأقل؛ إذا كانت هذه القيمة أكبر من Ee)‏ فإنها ستكون أقل من f(ei)‏ ومن خاصية 
القيمة المتوسطة نستنتح أنها ستوخذ مرة أخرى بين ye‏ ثلاث مرات lias‏ يناقض 
EN‏ 

سنعطى الآن تطبيقاً آخر لخاصية القيمة المتوسطة . لتكن 6دالة متصلة من فترة 
في ,© إلى R‏ نقول إن للدالة وترا أفقياً طوله إذا وجدت نقطة ×بحيث أن x + a yx‏ 
في نطاق f(x) = f(x + a) sf‏ هذا يعنى وجود قطعة مستقيمة أفقية طوها ة طرفها على 
منحنى الدالة ولاييمنا ما إذا كانت القطعة تشترك مع المنحنى في نقاط أخرى . فمثلا 
إذا كانت 1 = f(x)‏ لكل x‏ فإن لا أوتار أفقية من جميع الأطوال» القطعة من )1 ,1—( 
إلى (1 ,1) تمشل وتر أفقى طولة 2 للدالة 1 + s cf) = x! - x‏ الدالة × = £x)‏ 
ليس ها أوتاراً أفقية على الإطلاق . 

نقول إن الدالة : المعرف على (Periodic) à ; 55 R;‏ ودورتها P‏ إذا كانت 
f(x + p) = f(x)‏ لكل X‏ . 


تمرين )735( 
اثست أن الدالة المتصلة الدورية تكون محدودة . 


تمرين (V-M£)‏ 
برهن أن للدالة الدورية المتصلة قيمه عظمى . 


A+‏ المدخل إلى الدوال الحقيقة 


(A-186) تمرين‎ 

برهن أنه إذا كانت متصلة ودورتها م فإن قيمة التكامل J fat‏ مستقلة عن OX‏ 
نلاحظ أولا أن للدالة الدورية المستمرة أوتارا أفقية من € الأطوال» أى أنه 

إذا كانت دورة f‏ تساوى موكان ۾ أي عدد حقيقى فإنه توجد × بحيث 

a) - 0 = o‏ + »)۴ . لإثبات ذلك لنأخذ الكمية 


lj [f(x + a) — f(x)]dx 


والتى تساوى صفر (راجع رين .))86-1١5(‏ إذا المكامل (Integrand)‏ لابد وأن g%‏ 
إشارته Y)‏ إذا كان TW‏ ماما للصفر وفى هذه UL‏ يكون f(x + a) = f(x)‏ وهو 
المطلوب). لكن دورة المكامل تساوى 7 وإذا كان يغير الإشارة مرة في الدورة LW‏ 
Je Un f xs ol,‏ الأقل مرق بحسا عقد عل القبسة ls‏ وعد الصفر V]‏ ]13 كان 
صفراً عند الصفر في البداية . لذلك يوجد على الأقل نقطتان p) 3x‏ .0[ محققان . 
f(x + a) = ffx)‏ ولذا نستنتج أن للدالة المستمرة التى دورتها م وترين أفقيين بأي 
طول معطى بحيث أن أطر افهما اليسرى تقعان في p)‏ ,0[ 019 . 


عرين )6-١4(‏ 
اثبت أنه لأى دالة مستمرة ودورية وتر (ليس بالضر ورة أفقيا) بأى طول معطى ومنتصفه 
يقع على منحنى الدالة» T‏ أنه لكل ه توجد × بحيث . 


f(x + a) — f(x) = f(x) — f(x — a). 


الوضع يختلف تماما بالنسبة للدوال غير الدوريه» فإذا كانت دالة مستمره على 
o (O, 1]‏ لايوجد ها اى وتر أفقى على الإطلاق. على كل حال لنفترض أن هما وترا 
slasi Lai‏ على وجه wr‏ لنفترض أن .f(0) = f)‏ لذا فالقطعة المستقيمة 
(1 ,0) تكون هى الوتر الأفقى . نظرية الوتر الشاملة"'“ تنص على أنه توجد أوتار 
أفقية أطوالما ... ,1/4 ,1/3 ,1/2 ولكن ليس للدالة بالضرورة وتر أفقى بأى طول 
لايساوى مقلوب عدد طبيعى . 


الدوال ^ 


لإثبات هذه النظرية لنفترض أن اعدد صحيح موجب ونعتبر الدالة المستمرة 
ع والمعرفة كالتالى: g(x) = f(x + Uk) - f(x)‏ على K^']‏ — 1 ,0] النظرية السابقة 
ol L3 us‏ الصفر يوجد ضمن مدى ع . لولم تكن هذه هى ULI‏ فان ع سوف 
تكون إما موجبة لجميع قيم ×التي تنتمى إلى نطاقها أو سالبة لجميع قيم *التى تنتمى 
إلى نطاقها (ذلك يعزى إلى خاصية القيمة المتوسطة). لذلك فإن 
1K)‏ - 1)ع + ... + g(1/k) + gQ/K)‏ + (0)ع إما موجب أو سالب. على كل حال هذا 
المجموع بعد الاختصار يساوى f(1) - f(o) = o‏ . 

الطريقة الأخرى لإثبات هذه النظرية إنه لو افترضنا أن gl) < o‏ لجميع قيم 

أى أنه لو افترضنا أن (/1 + f(x) > f(x‏ لجميع قيم x‏ لحصلنا على . 


f(0) < f(I/k) > &(2/k) > ... > = 1 z(t j = f(1) = f(0). 


k 
. وهذا غير ممكن‎ 

المنحنى التالي يبين دالة :ها وتر أفقى طوله 1 لكن ليس ها أي وتر أفقى 
بطو ل و حيث 1 > a‏ > 1/2 , اشا أي دالة - هذا النوع ها أوتار أفقية ذات أطوال 
ليست مقلوب أعداد طبيعية » لكن الحزء الأخير من نظرية الوتر الشاملة يو كد «iG UJ‏ 
لكل عدد b‏ ليس مقلوب عدد طبيعي يوجد دالة مستمرة بوتر أفقى طولة 1 ولكن ليس 
ها وتر أفقى بذلك الطول b‏ كما في شكل .)٤(‏ 


(t) شكل‎ 


رين 0 
بين كيفية إعطاء أمثال توضح الجحزء الأخير من نظرية الوتر الشاملة لكل 1/6 + ا 
(التناظر في المثال السابق للقيم 1 > طا > :! يعطى فكرة خاطئة) . 


AY‏ الدحل إلى الدوال الحقيقة 


الجزء المدهش والمكمل لنظرية الوتر CRISE‏ ينص على أن الدالة المستمرة 
التى ها وتر أفقى بطول 1 ها (Glo‏ إما وتر أفقى بطول ه أو اثنين مختلفين بطول 
«1s Iyt—-a‏ ع و لرؤ ية ذلك لنفترض أن f(0) = t(1)‏ وتكون الدالة 
جديدة ع عن طريق تكرار f‏ بدورة مقدارها 1 . كدالة دورية مستمرة LY‏ وأن يكون 
ل ع وتران أفقيان كل واحد بطول a‏ وأطر kel‏ من اليسار في [1 ,0] راجع بند ٠١‏ . 
الوتر الافقى للدالة بطول a‏ والمبتدء من x‏ هوايضا وتر أفقى للدالة f‏ إلا إذا كان 
1 > 2 + × وفي هذه ULH‏ يكون 1> 2-1 + ×> 0 ولذلك فإن الوتر الأفقى 
طول a‏ لادا ۾ رفاك للدالة 68 یکا من attaoi‏ علد ٠‏ 


itty 2‏ 
اثبت نظرية الوتر الشاملة بالاستقراء الرياضى مبتداء بالحقيقة التالية: إذا كان 
f(0) = f(1)‏ فإن للدالة ؛ وترا أفقيا إما بطول هة أو بطول 1-2 . 

بنفس الطريقة يمكننا إثبات أنة إذا كانت '؟هى مشتقة ؛في [0.1]و P(0) = f'(1)‏ 
فإنه لكل عدد صحيح ١‏ توجد نقطتان T/n, x‏ + ×بحيث يكون للدالة ۴ نفس الميل عند 
كلتى النقطتين . هذا يعتمد على الحقيقة راجع بند Y Y‏ التى تنص على أن المشتقة RÀ‏ 
خاصية القيمة المتوسطة. وهذه الخاصية (للدالة ع وليس فقط للدالة ؟) هى كل ما 
استخدم لإثبات نظرية الوتر الشاملة . 

تطبيق اخحر لنفس الفكرة السابقة يزودنا باثبات سهل لنظرية النقطة الثابتة 
والتى تقول إن للدالة المستمرة التى نطاقها ومداها نفس الفترة نقطة ثابتة على الأقل 
أى أنه يوجد نقطة واحدة على الأقل تتساوى مع صورتها. بالإمكان صياغة هذه 
النظرية كالتالى . 


إذا كانت #مستمرة ومعرفة على [0.1) بحيث 1 > f(x)‏ > 0( فإن منحنى الدالة 


لابد وان يقطع المستقيم × = لا . 


AY الدوال‎ 


(3Y-1£) 5i 
وتأخذ جميع‎ [a, b] مستمرة ومعرفة على‎ f اثبت الجملة السابقة: اثبت أنه إذا كانت‎ 
. f(x) = x بحيث‎ ]3, b] فإنه توجد  في‎ ]3, b] قیمها في‎ 

هناك نظرية أخرى ها علاقة قريبة بها سبق تنص على أنه إذا كانت f‏ مستمرة 
ودورية (دورتها (2p‏ وإذا كانت (X) = —f(x + p)‏ لجميع قيم × (مثل منحنى الدالة 
sin(x)‏ = ۾ حيث (p = x‏ فإن 0 = f(x)‏ عند قيمة واحدة ل ×على الأقل . هذا واضح 
la‏ من نظرية القيمة المتوسطة . ولكن إذا صيغت الجملة السابقة بطريقة مختلفة Lep‏ 
تصبح حالة سهلة من نظرية بورزك (Borsuke)‏ للنقطة المعاكسة والتى من الصعب 
إثباتها في حالة الأبعاد العالية (Higher dimensions)‏ :^ . 

لنفرض أن ٤‏ مستمرة نطاقها حيط دائرة في Ules R‏ في Ri‏ ولنفرض أن صورة 
أى زوج من النقاط المتعاكسة (أى النقطتان التى على طرفي قطر) هى زوج من النقاط 
المتماثلة بالنسبة لنقطة الأصل فإنه توجد نقطة على المحيط صورتها ikä‏ الأصل . 

يوجد تطبيق اخر لنظرية القيمة المتوسطة يبين أنه بإلامكان تنصيف فطيرة محلاة 
في بعدين ذات شكل اختيارى عن طريق قطعها بسكين في أى اتجاه معين. على الأقل 
إذا كانت حدود الفطيرة بسيطة للغاية. فمن السهل أن نرى أن للجزء من الفطيرة 
في أحد الحانبين من خط يقطعها في ذلك الاتجاه مساحة تتغير بصورة مستمرة كلما 
رك الفط ريا لق ا آله هته المسائحة by‏ ما قرا اوساو اة 
الكلية للفطيرة فلابد وأن يأتى وقت تكون فيه مساوية LE‏ للنصف . 

. نبين كيفية تنصيف فطيرتين في المستوى في أن واحد بنفس المستقيم‎ OYI 

لنفترض أن الفطيرتين هما A‏ و 8. اوجد خط ينصف B‏ في أى اتجاه معين 
مارا بنقطة ما م على دائرة في R‏ مركزها 0 وليكن f(p)‏ يمثل الفرق (مأخوذة الإشارة 
بعين الاعتبار) بين مساحة الحزء من A‏ الواقع يسارهذا الخط ومساحة الحزء الواقع 
يمينه . نطاق هذه الدالة حيط دائرة ومداها في Ri‏ وصورة النقاط المتعاكسة هى نقاط 
متائلة حول 0 oY‏ تبديل م بالنقطة المعاكسة ينتج عنه استبدال اليمين باليسار. لو 
استطعنا إثبات أن ۴ مستمرة فإن الحالة الخاصة من نظرية بورزك أعلاه تبين أن 
f(p) = 0‏ لنقطة ما م AU;‏ فإن الخط في الاتجاه OP‏ بنضف كلا من A‏ و8 في ان 


A4‏ المدخل إلى الدوال الحقيقة 


واحد... كون #:سعمرة لیس nal‏ جدا «SJ‏ على كل حال مكن. 

نلاحظ أنه يكفى أن نثبت أن أى تغيير طفيف في وضع م ينتج عنه ليس فقط 
تغيير طفيف في اتجاه الخط المنصف ل B‏ ولكن أيضا تغيير طفيف في موضعه على 
سبيل JEN‏ عند تقاطعه مع أحد الإحداثيات. لأنه لو كان ذلك صحيحاً فإن (p)‏ 
سوف يتغير بمقدار طفيف. الكلام السابق عن الخطوط المنصفة ل 8 صحيح بدون 
تحفظ إذا وضعنا فقط شرط على الشكل المسموح به للفطيرة» على سبيل المثال 
الفطيرة التى على شكل ص بالإمكان تنصيفها بعدة خطوط عمددية إذا 
Lue‏ اهتوامنا بالفطيرة المحدبه (Convex)‏ فهذه المشكلة تزول S‏ يتضح من 
—- 


تمرين )31 (V7‏ 
اثبت أنه إذا أعطينا منحنى عدب مغلق في المستوى فإنه بالإمكان إيجاد خط ينصف 
المنحتى والمساحة التى بداخلها فى نفس ONES‏ 

توجد نظر c‏ مشابهة في أبعاد أعلى لكنها صعبه الإثبات . بالإمكان صياغة 
نظرية النقطة الثابتة في ثلاثة أبعاد كالتالى : إذا حرك كوب من القهوة بصورة مستمرة 
فإنه يوجد على الأقل جزيء واحد يعود إلى موضعه الأصلى. (هذا صحيح إذا 
افترضنا فقط أن القهوة تحتل كل نقطة بداخل الكوب وأن الجزيء عبارة عن نقطة) . 
كذلك نظرية النقطة المعاكسة في أبعاد تنص على أن الدالة المستمره التى نطاقها سطح 
كرة ومداهافي R:‏ بحيث أن صورة كل زوج من النقاط المتعاكسة هي نقاط متاثلة 
حول نقطة الأصل لابد أن. ترسل نقطة ما على السطح إلى نقطة الأصل . بالإمكان 
استخدام هذه النظرية لإثبات أنه باستطاعتنا تنصيف ثلاثة حجوم انيا بواسطة مستوى 
(هذه نظرية C$ aJ!‏ 


(Upper and lower limits) النہايات العظمى والصغرى‎ Yo 
سوف نحتاج إلى تعميم فكرة نباية متتالية من الأعداد الحقيقية . إذا كانت (,5) تمثل‎ 
عدد‎ (Glo تكون مجموعة محدودة فسنبين أنه يوجد‎ S, متتالية بحيث إن الأعداد‎ 


^o الدوال‎ 


L‏ يحقق الخاصية التالية : إذا أعطينا e‏ موجب فإن ع + ا > S,‏ عندما تكون 5 كبيرة 

بدرجة كافية باالإضافة أنه يوجد عدد le Y‏ | من ال ,5يحقق € zL-‏ ,5 . هذا 

العدد يسمى النباية العظمى ل (,5) ويكتب على الصورة lim sup s,‏ أو lim s,‏ . إذا 

كانت ARS,‏ مخدودة من أعلى فإننا نكتب © + = lim sup s,‏ وإذا كانت م5 غير 

حدودة من أسفل o j$‏ يتعذر وجود L‏ وفى هذه الحالة نكتب © - = lim sup s,‏ . 
لنأخذ بعض الأمثلة : 

(Y)‏ لنفرض أن *(1-)- S,‏ لذلك ob‏ المتعالية هى ...1 — ,1—1,1 وبالتالى 

, lim sup s, = 1 

„lim s, = + © مه أي أن المتتالية هي ... ,2,3 ,1 وبالتالى‎ = n لنفترض أن‎ (Y) 

lim $, = - 9 لنفترض أن (... ,2-,1-) = ,$ فإن‎ (Y) 

ARI (t)‏ أن S,-1n‏ حيث g n-212..‏ هله الحالة 

,lims, = lim S, =0 


)0( لنفترض أن (... ,3/4 ,1/4 ,2/3 ,1/3 ,1/2)- S,‏ فإن 1 = ,5 lim‏ . 


)١-١8( تمرين‎ 
& Cu Kc لكل‎ L, — sup s, أن الأعداد مآ معرفة کالتال‎ u^ rl على‎ 
, محدودة‎ (S,) موجود إذا كانت‎ lim sup s, 


تمرين )5-١8(‏ 
عرف النباية الصغرى (Lim)‏ أو (Lim inf.)‏ بطريقة. مشاببة وعينها للأمثلة الخمسة 
السابقة والمعطاة للنباية العظمى . 

إن تعريف BLII‏ العظمى يتشابة مع نظيره تعريف أصغر حد أعلى kè‏ عدا إن 
المجموعات الحزئية المنتهية من العناصر ,5 بالإمكان التغاضى عنها. على سبيل المثال 
قيمة lim s,‏ لاتتغير إذا استبدلنا أول cai‏ عنصر S,‏ برغا من الأعداد. كذلك 
باستطاعتنا تعريف Tim S,‏ على أنه أكبر ile‏ تحصل عليها عن طريق اختيار متتاليات 
جزئية متقاربة من (,5) .. هذه التسمية تعزى لهذا التعريف بالذات. 


A"‏ المدخل إلى الدوال الحقيقة 


bey‏ أنه lim (S, + t) > lim S, + limt,‏ عندما تكون كلتا الكميتين في 

الطرف الأيمن محدودتين» لكن ربا نحصل على متر اجحة صارمه كما في الثال التالى : 

إذا كانت )... ,1,0 ,1,0( = S,‏ و )...,1 01,0( = t,‏ . عل كل حال ul‏ 3( حالة 
وجود QU lim t,‏ . 


lim (S, + ta) = lim S, + lim t,. 


تمرين (Y- Yo)‏ 
اثبت صحة Al‏ اجحة والمساواة المذكورتين أعلاه . 

بالإمكان تعميم المتراجحة السابقة إلى مجاميع منتهية ولكن ليس إلى مجاميع غير 
à La‏ عل سبيل JUI‏ إذا كان S,‏ يمغل JU AE‏ )... ,1,0 ,0 و ,0,0( التى 
عناصرها م..5 تساوى الصفر (C‏ عدا العنصر ...5 فهو C1‏ في هذه الحالة (عندما 
(n^‏ فإن 1 = 1 صلا = (... + وريد + lim S, , = 0s iim (Sia‏ لكل .k‏ 

بالإمكان Lai‏ تعريف النهايات العظمى والصغرى للدوال التي مداها في Ri‏ 
ونطاقها فضاء أعم من ذلك . إذا كان نطاق f‏ مجموعة S‏ في فضاء متري وكانت X)‏ 
نقطة ale‏ ل op S‏ ا = limao f(x)‏ يعثى أنه إذا أعطينا € موجب OB‏ 
٤‏ + ا > fo)‏ لكل × في جوار صغير بقدر كاف مركزه cx‏ بالإضافة إلى أنه توجد 
متتالية من النقاط )4( نهايتها ,× بحيث € - ا < f)‏ تجدر الإشارة إلى أننا 
نحتاج إلى بعض التغيرات الطفيفة إذا كان * ± = 1. بطريقة مشابهة يمكن تعريف 
Tim, + » f(x)‏ إذا كان نطاق مجموعة جزئية من Ri‏ غير محدودة من أعلى . هذه بعض 
الأمثلة : 

(Y)‏ إذا كان f(x) 2sinx‏ لكل xeR,‏ فإن 1+ = im, sa f(x)‏ و 

lim, e f(x) > -1 

(Y)‏ إذا كان JJ f(x) =e" sinx‏ 0< × فإن iM, +. f(x) = + e‏ و 

lim, + = f(X) = — © 

I3] (Y)‏ كان e^‏ = لكل 0 * f(x) =+ © OB x‏ وي يهنا و 


lim, ., ü f(x) = 0 


AV الدوال‎ 


' )5-١6( تمرين‎ 
حسب‎ lim s, = L ob Ule غذذا‎ L وكانت‎ lim s, = lim s, = L أنه إذا كان‎ csl 
(N التعريف المعطى في البند‎ 

على الرغم من تطرقنا إلى موضوع نبايات المتتاليات | أننا لم نتطرق بعد إلى 
نبايات الدوال بشكل عام . من السهل أن نعرف as GO)‏ ,هتنا للدوال التى Ule‏ في 
R,‏ غل أنه القبجمة aS xl‏ ل lim, ,., f(x)‏ و Lim, ,,, f(x)‏ . اذا f Ua OUS‏ 
يحتوى على جوار من اليمين للنقطة xo‏ تعرف lim, . + f(x)‏ على أنه النهاية العظمى 
لتخصيص | f (Restriction)‏ لحوار من اليمين حول النقطة exo‏ وبطريقة مشاهة نعرف 
lim‏ . القيمة المشتركة (إذا وجدت) edd‏ النبايات العظمى والصغرى من اليمين 
تكتب بالشكل lim, Lu + f)‏ أو (+ f(x,‏ . كذلك يوجد تعريف مشابه ل fo)‏ 


5 - متتاليات من الدوال (Sequences of Functions)‏ 
قبل أن نبدأ بمناقشة بعض الخواص المعينة coU‏ من الدوال من المستحسن أن 
نناقش أولاً عدة أنواع من التقارب لمتتاليات من الدوال. 
لنفرض أن S,‏ تمثل متتالية عناصرها دوال ذات نطاق مشترك Us deb,‏ 
مشترك وتأخذ قيمها (*«),5 في ,۸ . الآن أمامنا اختياران إما أن نركز اهتمامنا على 
المتتالية {Sa}‏ التى عناصرها الدوال ذاتها أو على المتتالية ((*),5) التى عناصرها قيم 
هذه الدوال عند النقاط X‏ في النطاق المشترك. نقول إن s(x)‏ تتقارب نقطيا على 
مجموعة S‏ إذا كانت المتتاليات (S,0))‏ من الأعداد الحقيقية تتقارب لكل x‏ في 5 . 
PEU‏ أن "× = s)‏ حيث 1 > × > 0. ob‏ لكل x‏ في [1 ,0] في المتتالية 
Cas je £s.())‏ النباية هى الدالة غير المتضلة L‏ حيث 0 2 L(x)‏ إذا كانت 
1 + > > 0 و1 2 (1)1.. Ld‏ أخرى إذا اعتيرنا نقس الدوال s,‏ 
كنقاط في الفضاء © op‏ المتتالية (s)‏ غير متقاربة في الواقع 
maxo > × .(x" — x")‏ = (ررة .d(s,‏ و إذا .d(s,, $,) 2 x^ x?" = 14 OU x = 27^ Uii‏ 


لذلك {Sa}‏ لايمكن أن تكون متتالية كوشى (Cauchy)‏ . 


^^ المدخعل إلى الدوال الحقيقة 


(7 V تمرين‎ 
.S(X) = x'(1 — x) (f) اختبر تقارب )$( في © إذا كان‎ 
. 0 > × > 1 JU حيث في كلتا‎ Sx) = nx'(1 — x) (c2) 

لقد رأينا كيف أن متتالية من الدوال المستمرة تتقارب نقطيا على الرغم Le‏ 
نفسها إذا اعتبرناها كعناصر فى الفضاء © لاتتقارب . من الواضح أن تقارب متتالية 
عناصرها في © يقتضى التقارب النقطى لتلك المتتالية من الدوال» على كل حال يوجد 
نقادات ر اس رها رال الأيؤدى قارب بعالية من متاس ها إل التقارت 
النقطي . المثال على ذلك هو المعطى d‏ )6( والذى فاص دوال مستمرة في [1 ,0] 


1 


والمسافة بين أى عنصرين هي Ab) d(x, y) = | J Ix(t) - yoat}‏ متتالية 
عناصرها في هذا الفضاء ومعرفة JUS‏ : إذا كانت '*"2 > عا > "2 فإن , 0 = (t)‏ 

,3( الفترة )1 - (1 + Uk - 1,27 "(k‏ 2) منحنى الدالة عبارة عن مثلث طول 
قاعدته " 2 وارتفاعه 1 : هذا المثلث يتحرك للأمام والخلف كلا ازدادت قيمة k‏ وهذا 
يحول دون التقارب النقطى على الرغم من كون 0 ” 2 > )0 d(x,,‏ 

بالإمكان تعريف النباية النقطية العظمى والصغرى lim s(x) , lim s(x)‏ 
aJe‏ من الدوال s,‏ ذات النطاق المشترك ومداها في Ri‏ سواء كانت هذه المتتالية 
متقاربة نقطياً أم حلاف ذلك. إذا كانت تلك النهايتين محدودتين ke‏ يعرفان LJ‏ 
دالتين (goi‏ (<)رة lim sup‏ و lim inf s„(x)‏ . 

في معظم الأحيان من الأفضل أن نعمم فضاء الدوال المستمرة C‏ عن طريق 
اعتبار الدوال المستمرة التي نطاقها مجموعات eel‏ من مجرد فترات في ,۸ . عند تعريف 
C‏ لقد استخدمنا فكرة وجود قيمة عظمى للدالة التى نطاقها فترة متراصة وبا أن 
ذلك اشا صحيح إذا استبدلنا النطاق ليكون 5 متراصة فإنه بالإمكان 
استخدام نفس التعريف: لنفرض أن E‏ مجموعة متراصة في فضاء متر ي إذن 
الفضاء ء٤‏ يتكون من الدوال المستمرة التي نطاقها E‏ ومداهافي Ri‏ بحيث 
g) = Maxe [f(x) - g(x)‏ ,)4 » وبطريقة مشابهة OUS YU‏ تعريف فضاء الدوال 
المحدوده +8 التي نطاقها E‏ وذلك باعتبار d(f, g) = supe |f(x) — g(x)|‏ في هذه JLI‏ 
E‏ ليست بالضرورة متراصة . 


AS الدوال‎ 


إذا أخذنا متتالية من الدوال المستمرة المتقاربة (على أساس أن عناصرها تنتمى 
إلى © فإننا نقول إنها متقاربة بانتظام في E‏ . بشكل أعم لنفترض أن لدينا متتالية 
من الدوال (سواء كانت محدودة أو غير محدودة» مستمرة أو غير مستمرة)» إذا 
كان الفرق بين (أي دالتين محدود فباستطاعتنا تكوين المسافة es‏ في (Be‏ وإذا كانت 
هذه المتتالية (من الدوال) كوشى حسب هذه المسافة» فإننا نقول إنها متقاربة بانتظام 
في E‏ . مثلا إذا كانت 1/6 = f(x)‏ فإن المتتالية (... (f, ٤,‏ متقاربة بانتظام في الفترة 
1 > × > 20 أيضا المتتالية (S)‏ حيث "× = S (x)‏ متقاربة بانتظام في أى فترة معينة 
a]‏ ,0[ حيث 1 > 2 > 0 . ولكن ليس في ]1 C[0‏ كذلك نلاحظ Ael‏ غير متقاربة 
بانتظام في الفترة النصف مغلقه (1 ,0] . لذلك من المهم أن ندرك أن التقارب المنتظم 
في كل فترة جزئية معلقة من فترة مفتوحة يختلف عن التقارب المنتظم في الفترة 
المفتوحة . 

الطريقة الأخرى السائدة للتعبير عن التقارب المنتظم لتتالية {Sn}‏ في E‏ هو أن 
نقول لكل € موجب يوجد ade‏ طبيعن N‏ بحيث إذا كانت n‏ و« SÍ‏ من × OB‏ 
€ > |(«)م5 - IS.)‏ لجميع قيم X‏ في E‏ يجب مالاحظة أن N‏ لاتعتمد على النقطه 
x‏ التى نأخذها في E‏ . فإذا سمحنا ل N‏ أن تعتمد على x‏ في هذه الحالة نحصل على 
تعريف التقارب النقطي مرة أخرى . 

الآن لنفترض أنه بإمكاننا إيجاد أعداد M,‏ بحيث M,‏ > ]169 برة - IS (x)‏ 
لجميع قيم × في (E‏ أي أن: M,‏ > |«)رب,5 - csup,eelS (x)‏ وإذا كانت 
M,‏ #متقاربة {S} Jall op‏ تتقارب بانتظام في E‏ . لأنه إذا كانت ه m»‏ 
IS(x) - S,G)| 5 Mat Ma, + ... M4 ol‏ والملجموع في الجهة اليمنى 
صغير بالقدر الذى نرغبه في حالة كون m‏ وه كبيرة بقدر كاف . هذا يسمى 
باختيار (Weierstrass M-test) wl på yò‏ وعادة يذكر بالصيغة التالية إذا كانت C,‏ 
دوال نطاقها E‏ و IC 0| > M,‏ لجميع قيم x‏ في E‏ (ننوه هنا أن M,‏ 
مستقلة عن المتغير (x‏ فإن © 2 تتقارب بانتظام إذا كانت السلسلة E M,‏ متقار بة . 

نستخدم في معظم الأحيان نوعا اخر من التقارب : التقارب النقطي بالإإضافة 
إلى المحدودية المنتظمة (Uniform boundedness)‏ أي المحدودة حسب مسافة Be‏ 


ELT‏ المدخل إلى الدوال الحقيقة 


نسمى ذلك التقارب المحدود (Bounded convergence)‏ . على سبيل المثال المتتالية (Sa}‏ 
حيث "× = S, (x)‏ متقاربة محدودة في ]1 ,0] على الرغم من كونها متقاربه بانتظام فقط 
في كل $3 [2 ,0] حيث 1 > 2 > 0 . إذا كانت Sx) = nx*‏ فالمتتالية (Sj)‏ 
لاتزال متقاربة بانتظام في كل فترة [Oa]‏ حيث 1 > 2 > 0ء لكنبها غير متقاربة محدودة 
(à‏ 0.1[ . 


تمرين 0 (Y-‏ 
اثبت أن Ail:‏ متتالية (من الدوال) متقاربة محدودة تكون محدودة . 


A سعد التقارب‎ i 

إن أهم استعمالات التقارب المنتظم تكمن في أن Alpe‏ متتالية متقاربة بانتظام من 
الدوال المستمرة تكون مستمرة. بالإمكان ذكر الحقيقة السابقة بدقة أكثر وذلك 
بالقول إن الفضاء Ce‏ كامل (Complete)‏ . إثبات ذلك ليس بالصعب وفي الحقيقة 
سوف نثبت حقيقة أعم قليلا من ذلك ومفيدة في بعض الأحيان: إذا كانت كل Sa‏ 
مستمرة عند × وكانت (,5) متقاربة بانتظام في جوار للنقطة LX,‏ أولاً نلاحظ كم 
ذكرنا سابقا أن التقارب المنتظم يقتضى التقارب النقطي e‏ لذا فالدالة L‏ موجودة 

لنفرض أن EE D‏ دالة المسافة في الفضاء :8 . لذلك كل € موجب „OP‏ 


(L(x) = L(x2)| > [L(xi) - Sa(x1)| + [L(x2) = Sa(x2)| + |Sa(x;) — ا(«امة‎ 


< D(L, S.) + D(L, Sa) + |S,(xi) = S,(x2)]. 


بالإمكان جعل أول حدين في الجهة اليمنى أقل من sh‏ وذلك باختيار n‏ كبيرة 
بقدركاف. (S) OY‏ متقاربة بانتظام بعد هذا الاختيار للعدد n‏ نثبته. بها أن 
كل S,‏ مستمرة عند x;‏ فإن الحد الأخير (في الجهه اليمنى) لايزيد عن ٠‏ إذا 
d(xi. x;) > 8‏ . يقتضى € > LE) - LG)‏ وبالتالى L‏ مستمرة عند ×. 

بالطبع Ale‏ متتالية متقاربة بغير انتظام من الدوال المستمرة قد تكون دالة 
مستمرة. على سبيل المثال المتتالية (S‏ حيث S (x) = n x'(1 - x)‏ متقارية بغير 


à الدوال‎ 


انتظام ولكن نهايتها الدالة المستمرة 0 . ولكن تحت شروط إضافية من الممكن 
استنتاج أن التقارب منتظم إذا كانت النهاية دالة مستمرة. مثلا إذا كانت متتالية من 
الدوال المستمرة تتقارب باطراد (Monotonically)‏ إلى دالة مستمرة في فترة متراصة من 
R,‏ فإن التقارب لابد وأن يكون منتظ| C?‏ الافتراض أن التقارب مطرد يعنى إما 
لاي 2 SG) < 5, + iQ) a S)‏ لكل n‏ ولجميع قيم × في الفترة . 

لنفترض أن Sai) < S, (x)‏ وإذا رمزنا للعباية Lo‏ فإن 0 < Sx) - L()‏ . 
إذا كان التقارب غير منتظم max dsa) - L()] OB‏ لايقترب من الصفر وبالتالي 
توجد متتالية من الأعداد n‏ حيث 0 < LG] < b‏ - (*),5],«هم . بها Lol‏ - ,5 دالة 
مستمرة فهى تأخذ قيمتها العظمى عند نقطة Xn‏ باستخدام تمرين (A-A)‏ نستطيع 
احتيار متتالية (yi)‏ من المجموعة (X,)‏ نهايتها Z‏ . لذا Sy) - L(y) < b op‏ 
وبالتالي طا < )ا - S. (y)‏ لكل > n‏ (في هذه الخطوة فقط استعملنا المتراجحة 
(G0)2 S00)‏ . دع k— o‏ حيث ١‏ ثابتة a» T‏ | على S(Z) - L(Z) < b‏ 
لكل قيم «وذلك S, - LOS‏ دالة مستمرة. من جهة أخرى 0 > S(Z) - L(Z)‏ 
لأن المتتالية متقاربة عند النقطة c z‏ لذلك فالافتراض أن التقارب غير منتظم يؤدي 
إلى تناقض . 

يوجد شرط اخر يؤدي إلى نفس النتيجة وهو أن الدوال S,‏ تكون مطردة 
(الاستهراق لیس EP‏ بذقة أكثر د ع بآ + ,5 Lax‏ في الفترة المتراصة [a, b]‏ 
ولنفترض أن L‏ مستمرة Oly‏ جميع الدوال ,5 غير تناقصية L OB‏ ,5 بانتظام . 

اثبات هذه النظرية يتطلب بعض ال حقائق من أجزاء قادمة ولكن لمناسبتها في 
هذا المقام فسنثبتها الآن. لنفرض أن € عدد موجب ونختار مجموعة منتهية من النقاط 
[a.b] (x,‏ بحيث xi > x; > ... > xy = b‏ = وو € >( L(x‏ - 1)۸ > 0 لكل 
k= 2,3, ..., m‏ بها أن ا مستمرة بانتظام (راجع بند 14( وغير تناقصية OB‏ 
المتراجحات تبقى صحيحة إذا كانت المسافة بين أى نقطتين »× متتاليتن صغيرة بقدر 
كاف . بالإضافة إلى ذلك L() - L(x) > e op‏ > 0 لكل LOY xxx‏ 
غر تناقضية. الآن با أن المتعالية سن الذوال cojus. (S)‏ نقطيا وبا أنه يوجد عندد منته 
من النقاط Lix‏ ستطاعتنا اختيار « كبيرة للغاية بحيث € > L(s)|‏ - (,),5| لجميع 


qy‏ المدخل إلى الدوال الحقيقة 


قيم × . با أن أى × eX‏ في إحدى الفترات De-i x]‏ وبا أن نآ غر تناقصية OB‏ 
L(x) + e = L(x) + 2 €‏ > (< )رذ € S(x)‏ 


وذلك باستخدام الحقائق التالية على S, eeu A‏ عير تناقصية والمئر اجحة 
Sx) > Ls) + €‏ والمتراجحة Lou) > LG) + ٤‏ والتي تتبع غا ذكرناه أعلاه. 


وبالمثل 


Lx) = 2 ع ع‎ Us ^ es ل _ يورق‎ & S,(x) 


هذه المثر اجحات في حالة كون n‏ كبيرة بقدر كاف تفتضى : 


Sa(x) - L(X)| > 2 € 


. S.) 4 aU هو تعر يف التقارب المنتتظم‎ BUY [a, b] T X لكل‎ 

نباية متتالية من الدوال غبر المستمره ربا تكون مستمرة أوغير مستمرة بغعض 
النظر عن كون التقارب az‏ أو غير منتظم . 

إن أحد أسباب أهمية فكرة التقارب المنتظم هو أنه يعطينا طريقة مناسبة لبناء 
دالة ذات خاصية معينة وذلك عن طريق جعلها Ale‏ لدوال متقاربة بانتظام ليس ها 
بالضرورة تلك الخاصية . 

كتوضيح لهذا المبدأ (الذى يسمى في بعض الأحيان تكثيف النقاط الشاذة) 
(The Condensation of Singularities)‏ سوف e e)‏ شا mu‏ بكل نقطة t‏ 
مساحة من المستوى (هذه المنحنيات التى تغطى مساحة معينة عادة تسمى منحنيات 
بيانو Peano‏ ). لابد في الحقيقة من أن نعرف في البداية ماذا يقصد بالجملة «منحنى 
لنحنى مستمر ربا يؤدي إلى شيء لايتوافق مع بديهيتنا لما يجب أن يكون عليه شکل 
المنحنى ا 

الطريقة المعتادة لتعريف منحنى مستمر في Ra‏ هو أن نقول إنه صورة مستمرة 
لقطعة مستقيم أي أنه مجموعة قيم لدالة مستمرة معرفة على فترة مغلقة مناسبة مثل 


AY الدوال‎ 


]0,1[ في Ra.‏ . — دسا دوال ختلفة تعطي نفس الصورة ولكن هذا 
لاعغلاقة لنابه عتا, لكن سوف ASÍ uS‏ يوجد على الأقل دالة واحدة 
بحيث أن صورة فترة تغطي كل نقطة في مربع» في اللحقيقة بعض 
النقاط تغطي أكثر من مرة سوف نمثل النقاط P‏ في الصورة بواسطة 
إحداثياتها. لنفترض أن K, yO)‏ هي صورة النقطة ؛ في النطاق وهذا 
يعني أننا اصطلحنا على أن المنحني المستمر معرف بالمعادلتين x = x()‏ و y = y(t)‏ 
حيث × و لإ مستمرتان . 
OVI‏ سرف Sd‏ :متحي rater‏ حبيب هذا التعريف ليمر JS‏ نقطة في 
المربع dye TEXT‏ في الحقيقة هذا المنحنى سيمر ببعض النقاط في 
المربع أربع مرات . بالإمكان تعديل البناء للحصول على منحنى يمر ببعض النقاط 
ثلاث مرات على أسوأ الأحوال وهذا هو أحسن مايمكن الحصول عليه كما يقتضيه 
PL, dii us‏ 


شكل )9( 


سوف نتأكد هنا من أن المنحنى يمر ببعض النقاط مرتين على الأقل أي 
لايوجد تناظر أحادي من قطعة المستقيم dl‏ المربع ويكون شاملا في :: تفس الوقت. 

سوف نعتمد في CUIUS‏ على خواص الدالة ؛ المستمرة والزوجية والدورية التى 
دورتها 2 والتى تساوي الصفر في ]15 ,0] وتساوي الواحد في [1 ,25] وخحطية في )25 ,13( 
كما في شكل (ه) . الآن لنعرف دالتين x‏ و y‏ كالتالي : 


x(t) — Ot, 1 7م‎ >t + 1 1G +. 


y(0 7 , ; QU + x ; fo, | (350) 4. 


f‏ 4 المدخل إلى الدوال الحقيقة 


Yax ob لسا متقاربة بانتظام (راجع اختبار فير شثر ا س). لذلك‎ | Ls 
(9 بند‎ 


Xo = Û . 29852, ... 


Yo = 0 . 38985 ... 


OYI‏ نعرف العدد to‏ عن طريق نشره في النظام الثلاثي ليكون 
to = 0.(2a) 221) 2)) ...‏ أي بمضاعفة الخانات الثنائية لكل من Xo‏ و yo‏ ومداخلتهما 
مع بعض ومن ثم قراءة النتيجة في النظام الثلائي . الآن نثبت أن x(t) = x,‏ وأن 
ELJI yE) = yg‏ فالمنحنى الذي معادلتاه الوسيطيتان هما x = x(t)‏ و y = y(t)‏ 
يمر بالنقطة (Xo, yo)‏ . 

للحصول على هذا سنيرهن أن t) = a,‏ لكل ... ,2 ,0,1 = k‏ ولذلك 
يكون واضحا من تعريف (0)* و y(t)‏ أن x(t) = xo‏ و Yo‏ = (ا)ر. الآن a,‏ إما صفر 
أو واحد. إذا كان 0 = a,‏ فالعدد الممثل ب ... (, + ,)0.23 )3( النظام الثلاثي) 
يقع بن 0 و ^1 ولذلك 0 = (... 0 + c f(3*t9) = f(0.(2a,)(2a,‏ وإذا كان 1 = a,‏ فالعدد 
الممثل ب ... ( + 0.)2)23 )3( النظام الثلاثي) يقع بين 6 و1 ولذلك 
F(3) - 1‏ , 

الآن نثبت أنه لايوجد منحنى مستمر يمر بكل نقطة من مربع لمرة واحدة 
فقط. إذا افترضنا وجود منحنى بتلك الخاصية فإنه سيكون صورة لدالة أحادية 
نطاقها فترة في Ri‏ (مثلا ]1 (I0,‏ ومدارها مربع في R‏ النظرية الموجودة بند 4 ١‏ تبين 
أن الدالة ها معكوس مستمر. با أن الدالة ومعكوسها تتمتعان بخاصية أن معكوس 
صورة مجموعة مفتوحة يكون مفتوح فإنه أيضاً صحيح أن صورة أي مجموعة مفتوحة 
تكون مفتوحة . لنأخذ المجموعتين المفتوحتين )1 ,0( و (1 (h,‏ في Ri‏ والتى إغلاقهم| 
له نقطة مشتركة واحدة. صورتيههما في Ra‏ المجموعتان المفتوحتان E,‏ و E;‏ واللتان 
تغطيان Lu p‏ ما عدا نقطة واحدة P‏ . إذا أخذنا hly‏ في ,۴ وآخر في «p E;‏ 


4o Jis. Ui 


بالإمكان رسم قطعة خط مستقيم في المربع يصل بين نقطة ما في الجوار الأول وأخرى 
في الجوار الثاني ولايمر بالنقطة P‏ . لذا نحصل على مجموعتين منفصلتين غير خاليتين 
كلاهما مفتوحة ويغطيان قطعة المستقيم lias‏ يناقض صفة الترابط Connectedness‏ في 
R,‏ وبالتالي يستحيل وجود ذلك المنحنى . 

من جهة أخرى فقد بينا في بند Yr‏ أنه يوجد تناظر أحادي بين فترة ومربع وما 
سيق أعلاه يضم آنه (cuml)‏ لآيمكن أن يكون atn‏ 

هناك نظرية أخرى مفيدة تتعلق بمفهوم التقارب المنتظم يمكن MAUS‏ 
JUS‏ 
بالإمكان مكاملة المتتالية المتقاربة بانتظام حداً حدا: بدقة أكثر» إذا كانت f,‏ دوال 
على فترة محدودة من 1 إلى Ri‏ وإذا كان f, f‏ بانتظام في 1 وإذا كانت كل f,‏ قابله 
للتكامل حسب مفهوم ريهان Riemann‏ في OP I‏ : 


f f G)dx— f f(x)dx 
| = [a, b] قابلة للتكامل. إذا كانت‎ f اثبات ذلك سهل ومباشر إذا عرفنا أن‎ 
نحصل على‎ 
|J fa(x)dx — J f(x)dx| = | J (f(x) — f(x))dx 
> fif, (x) — f(x)|dx 


< (b — a)sup,|f,(x) — f(3)] — 0. 


تفس NE N‏ المتعالية من التكامللات J fa(x)dx‏ تتقارب بانتظام . إذا كانت 
كل fs‏ مستمرة فإن f‏ مستمرة (راجع بند )١15‏ وبالتالي قابلة للتكامل . 

بشكل عام اثبات أن نهاية متتالية من الدوال القابلة للتكامل تكون قابلة 
للتكامل يتطلب بعض المعلومات من نظرية التكامل Theory of integration‏ التي 
لانتطرق لما في هذا الكتاب . في الحقيقة إنه من غير المجدي أن نثبتها بالنسبة لتكامل 


4٦‏ المدخل إلى الدوال الحقيقة 


oles‏ لأنه لو اسخدمنا تكامل Lebesque qu‏ لحصلنا على نظرية أقوى بكثير : إذا 
كانت كل f,‏ قابلة للتكامل حسب مفهوم ليبيج وإذا كان fa — f‏ في فترة محدودة D‏ فان 


[f,(x)dx— f f(x)dx 
1 1 


في الحقيقة يكفى أن نفترض أن (×)ع > |(×),]| حيث ع قابلة للتكامل . 

انل عل النظرية الا و cs (£) 3] dii UI ada‏ س 
Converges dominatedly‏ وهذا هو أحد الأسباب لتفضيل تكامل e‏ على تكامل 
دياه 

على كل حال ob‏ أبسط الحالات حيث يكون لدينا متتالية متقاربة بانتظام من 
الدوال المستمرة Ub‏ تطبيقات عديدة وجيدة» هذه واحدة منها : 

لنفرض أن f‏ دالة قابلة للتفاضل من جميع الرتب وبذلك تكون جميعها مستمرة 
(راجع بند (Yt‏ 

ولنفرض أن 1 = limf"‏ موجودة بانتظام من iga‏ نحصل على 


j dt = f- (x) — f- (a)  L(x) — L(a) 


ومن جهة أخرى فإن : 


ftdt 104 


وذلك بتطبيق النظرية المتعلقة بتكامل متتالية متقاربة بانتظام» لذلك 
LO = 1')«( op (JU, — fL(t)dt = LG) - La)‏ أي أن Lœ = cer‏ لذا op‏ 
ى تفاضل .من ,25 ile‏ الآبف:وآن يكوة دالة آأسية "2h.‏ ويدعل في ذلك 
الحالة عندما تكون مطابقة للصفر) بغض النظر عن الدالة الأصلية . 

نستخدم في معظم الأحيان نفس النظرية عن التقارب المنتظم لإثبات نظرية 
عن التفاضل حدا حدا لمتتالية من الدوال. إذا كانت للدوال f,‏ مشتقات مستمرة في 
فترة 1 وإذا كانت (f,(a))‏ متقاربة لنقطة a‏ في 1 وإذا كانت (f)‏ تتقارب بانتظام op‏ 


الدوال ۹۷ 


. هنذا‎ f, =f oly قابلة للتفاضل‎ f تتقارب بانتظام لغباية‎ f, 
على‎ jam) f, + تحت الشروط التي ذكرناها أعلاه لنفترض أن ع‎ 
f(x) - (a) = f (dt f g(tdt 
متقاربة لكل ×. في الواقع‎ £o) فإن‎ fala)  f(a) با أن‎ 
I£ (x) is N63] - If, (x) T f, (a) "T n(x) + f, (a) t f, (a) an m(a)| 
> I£. (x) fala) m n(x) T NC t fala) E WC 


T j g(t)dt — f e(Dat| - 0 
تتقارب بانتظام . الان‎ (f) op لذا‎ 
f(x) — f,(a) — f(x) — f(a) 


إذن f(x) - f(a) = fg(dt‏ . لذلك fop‏ قابلة للتفاضل وأن f(x) = g(x)‏ سوف 
نقبل بديبياً الحقيقة القائلة إن اشتقاق التكامل اللاحدود لدالة مستمرة يعطينا الدالة 
المكاملة (الأصلية) . 
فيا بعد (بند (Y Y‏ سنثبت نظرية أعم من ذلك حيث لانشترط استمرارية ا 
النقطة في عمل كهذا هو أنه دالة f‏ ربا تكون قابلة للتفاضل عند كل نقطة ولكن 
اشتقاقها غير قابل للتكامل حيب مفهوم ريمان أو ليبيج للتكامل . مثلا لوأخذنا الدالة 
f(x) = × sin?)‏ لكل 0+ × و 0 = (۴)0 ob‏ ۴ غير محدودة وبالتالي غير قابلة 


للتكامل الريماني أو الليبيجي . 


تمرین (۱-۱۷) 

إذا كانت دالة f‏ من ۸ إلى R‏ قابله للتفاضل من جميع c5 JI‏ وكانت السلسله. 
j dt f f(u)du + j f(t)dt + f(x) + f'(x) +.‏ + ... متقاربه بانتظام فاو جد 

Kuna التطبيقات المختلفة 6 ذكرناها للتقارب المنتظم كانت سینا‎ COL a 


4A‏ المدخل إلى الدوال الحقيقة 


تحت شروط مختلفة لإمكانية أخذ الغبايات حدأ حدا لمتتالية متقاربة بانتظام وهذا تطبيق 
اخر. 


تمرين (۷١-١أ)‏ 
اسك نظرية تانري Tannery‏ : إذا كانت مآ ج f(k)‏ عندما © k=‏ لكل la n‏ 
k LSJ If, (K)] > M,‏ بحيث تكون X M,‏ متقاربة فإنه إذا كانت p(k) — œ‏ = م 
lim. (f,(k) + f(k) + ... fp(k)} = am‏ 
gm n=]‏ 
تمرين W)‏ 7( 
(تطبيق) اثبت أن 
Jim (1 + x/k)" = Y x'/n!‏ 
asd nl‏ 
هناك حالات سهلة حيث النظرية المذكورة في (بند (V3‏ بخصوص التكامل 
دا جدا لتعالية سعفارية بانتظام غير ceo‏ فمل سبيل الكال. 


I-x-x'—-..-(-x) = ]]-)-(" * ![/ (14 x) 


وبالتالي 
1 


Ix| € 1 إذا كانت‎ | EG uas É 


الآن 


l4 ..,‏ — و حك ك1 عا 1 = 


لايمكن تبرير هذه الخطوة بالرجوع إلى النظرية عن التقارب المنتظم لأن 
a JU‏ )1( حيث f) = [L7 Coo" ex)‏ غير متقاربة بانتظام في ]1 ,0] LY)‏ 


الدوال ۹۹ 


غير متقاربة أصلا عند ١‏ » ولاحتى في [1 ,0] . في الواقع لوكانت كذلك فإن القيمة 
العظمى على )1 ,0] للكمية x)‏ + ۷)1|×| تؤول للصفر عندما » «n‏ ولكن 
x) < v |×"‏ 1)/"|*| فالقيمة العظمى تكون على الأقل ١‏ ولذلك لايمكن 
أن تؤول للصفر. تجدر الإشارة إلى أنه بالنسبة للمثال السابق يمكن بسهولة التاكد 
من النتيجة بدون الرجوع إلى نظرية التقارب المحدود (والتي يمكن تطبيقها OY‏ 


HVA + x)| > 2)‏ -)- 1]|) . والآن 


1] ل‎ ih + lh... + 


سے ade ne‏ ل > | iiec CP aga] a‏ 
هذه الحسابات اعلاه تبين أمرين في وقت واحد» ENSE NN EET‏ دن TE‏ 
متقاربة وثانياً أن جموعها يساوئ 1882 . 

ربا يبن oci HI‏ عند هله النقطة أنه إذا حصلنا على نتيجة محددة بمكاملة 
متتالية متقاربة حداً حدا فهى بالضرورة النتيجة الصحيحة . هد — | 
فعلى الرغم من صحته لمتسلسلات القوةء فإنه من الصعب إعطاء مثال مخالف 
Counter example‏ لايبدو وكأنه مصطنع . على كل حال إذا كانت f,‏ دالة معرفة 
بالصيغة f(x) = n‏ لكل 1 > x‏ > 0 و 20 f(x)‏ | عدا ذلك. فإن 0 f(x)—‏ 
لكل x‏ ينثا 1 = lim f (dx aL T. | f(x‏ و lim f(x)dx‏ | موجودان 
ous,‏ . 


(TV iuge 

ايحت عن مكال لننوال سستمرة ad f,‏ تفش الظاسرة السابقة. 

بطريقة مشابهة ليس من الصعب (على الرغم من أننا لن نقوم به) اثبات أن 
-z "È‏ لكل «x « II‏ 0. مكاملة الطرفين ينتج عنها 


sin nx 


EN.‏ المدحل إلى الدوال الحشيقة 


— COS DX Es 2 


- 1 
"à n 001 رت‎ (2n + 1)^ 


وبذلك نحصل على طريقة سهلة لجمع السلسلة العددية 


با أنه بالإمكان إثبات أن السلسلة الأصلية أعلاه غير متقاربة بانتظام فتبرير 
الخطوات السابقة يخرج عن نطاق هذا الكتاب. لكن من جهة أخرى من الممكن 
coU‏ أن السلسلة X n^! sin nx‏ متقاربة محدودة لذا فالنظرية الخاصة بمكاملة هذا 
النوع من المتتاليات كافية لهذا الغرض . 


1A‏ -النهايات النقطية لدوال مستمرة"' 
(Pointwise Limits of Continuous Functions)‏ 
لنعتير قوال من قترة فى :2 إلى MANI y e Ri‏ اراس 
قد لاتكون مسعمرة لكندء کا سكبت Svr Y cO YI‏ أن تكون غير مستمرة بقدر 
bod Jh AA Aun MESH SE Î ol‏ 
كثيفة في كل مكان . (لذلك فالدالة غير المستمرة في أي مكان والمذكورة في (بند (AY‏ 
الق blam‏ عليه سن diga‏ سغيرة ull Jl‏ مرون ايفين الالساقن dal‏ 

عليها عن طريق أخذ النهايه مرة واحدة فقط لدوال مستمرة) . 

نبدأ بملاحظة أنه إذا كانت دالة غير مستمرة عند نقطة OB x‏ صورة جوار 
Tween‏ ليس ها قطر اختياري صغير . أي أنه يوجد عدد طبيعي n‏ 
بحيث أن قطر أي جوار ل x‏ يكون على الأقل n‏ . (من البديبي أن لصورة جوار 
كبير قطر كبير لذلك يمكننا أن نقول «کل جوار» Ya‏ من «جوار صغير»). الآن 
لنفترض أن ٤‏ غير مستمرة عند كل نقطة من فترة وأن E,‏ المجموعة من النقاط في 
هذه الفترة بحيث أن قطر صورة كل جوار ل x‏ يساوي على الأقل 1/8 . كما بينا أعلاه 


الدوال ۱۰۱ 


ob‏ كل × تنتمي إلى إحدى المجموعات (E,‏ كذلك Op‏ كل E,‏ مغلقةء لأنه 
إذا كانت y‏ نقطة ily‏ ل OB E,‏ كل جوار للنقطة gye y‏ 
على x‏ في E,‏ ولذا يحتوي على جوار ل x‏ وبالتالي op‏ قطر صورة كل جوار للنقطة y‏ 
يساوي على الأقل 1 . نستخدم الآن نظرية بير Baire‏ والتی تقول بأن إحدى E,‏ 
تكون كثيفة في فترة جزئية [ . بها أن E,‏ مغلقة فهى تحتوي 1 . لذا فالفترة 3 تتمير 
بخاصية أن صورة كل فترة جزئية من J‏ قطرها يساوي Un‏ على الأقل. وجود مثل 
هذه الفترة 3 يكون إذن نتيجة لكون ؛ غير مستمرة عند كل نقطة من فترة ما. OY‏ 
نثبت أن النهباية النقطية لدوال مستمرة لايمكن أن تملك مثل تلك الفترة وبالتالي 
لايمكن أن تكون غير مستمرة عند كل نقطة من أي فترة. 

بها أن نطاق ۲ مجموعة جزئية من Ri‏ فإنه بالإمكان تغطيتها بعدد قابل للعد من 
الفترات ba)‏ .,ة) = I,‏ طول كل منها أقل من 1/8 . لنفحص الصورة العكسية Hn‏ 
للفترة ,1: اتحاد المجموعات Ha‏ يغطي الفترة 3 لكن اي منها لايمكن أن يحتوي على 
فترة جزئية من 3 OM‏ كل صور الفترات الحزئية من J‏ ها أقطار أكبر من Un‏ . من 
جهة أخرى نظرية بير تبين أن إحدى المجموعات H,‏ كثيفة في فترة جزئية من 1 . لو 
عرفنا أن H,‏ مغلقة لحصلنا على تعارض OY‏ المجموعة المغلقة والكثيفة في فترة تحوي 
فلت الف 8 

لايوجد سبب يدعونا للاعتقاد بأن H,‏ مغلقة حتى ولو كانت ۴ ile‏ نقطية 
لدوال مستمرة. على كل بإمكاننا أن نبين أن كل ,11 هي اتحاد عدد قابل للعد من 
المجموعات المغلقة وهذا يفي بالغرض تماماء Y‏ إذا كانت للمجموعة Hn‏ هذه 
الخاصية فبتطبيق نظرية بير مرة أخرى فإن إحدى المجموعات المغلقة كثيفة في فترة 
جزئية من 3 وبالتالي تحوي تلك الفترة الحزئية. lp‏ أن المجموعات هي مجموعات 
H, OB H; s iis‏ 6,4( أيضا فترة جزئية من ل . 

لذلك فقد اخترلنا إثبات النظرية إلى النقطة التي نبين فيها أنه.إذا كانت؟ نهاية 
نقطية لدوال مستمرة f,‏ فإن المجموعات H,‏ هي اتحاد عدد قابل للعد من المجموعات 
المغلقة. لنتذكر أن Ha‏ هي معكوس صورة الفترة (an bn)‏ أي أن Ha‏ هي مجموعة 
بي ll‏ ميف (x) «b,‏ يدر LH, x tb‏ |5 عالت 3 iS‏ يقد قاف 


VET‏ المدخل إلى الدوال الحقيقة 


فإن (1/)2- .a, > f(x)«b, oV a, + 1/2) « f(x) « b,‏ با أن f(x) + f(x)‏ لذا op‏ 
a, + V; > f(x) > b, - 1j‏ لكل kade‏ كبير بقدر كاف . E; GSI‏ المجموعة التي 
عناصرها تحقق المتراجحة الأخيرة فى رع تقاطم كل من ع Eaj Ensij Énazp‏ 
المجبوعاتك ع مقلقة لأها صورة عكدية لنترات مقلقة والذالة :© وة 
وكذلك المجموعات fu,‏ مغلقة لكونها تقاطع مجموعات مغلقة. لقد رأينا Gol‏ أنه إذا 
كانت x‏ في H,‏ فإن x‏ في إحدى المجموعات "P fm j‏ ئ Hp ol‏ مجموعة جزئية من اتاد 
جميع Faj‏ من جهة أخرى x cds l|‏ في OP F&; gal‏ 
a, + Vj > f(x) > b, - 1‏ لعدد ما j‏ ولكل kaste‏ كبر بقدر كافا. 
با أن (*«4 + )5 ob‏ هذا يؤدي إلى أن ز/1- رط > fa)‏ > ز/1 + an‏ 
H, OP JUIL .x e H, is‏ مطابقة 2 جبيع ; F,,‏ لكل الأعداد الطبيعية m‏ ,[ . 
لذا نجحنا 3( ثيل Ha‏ كاتحاد عدد قابل للعد من المجموعات المغلقة وهذا هو 
UNI Je "NUM‏ 

Lab Laid ol‏ في الاثبات السابق يبين أن نقاط استمرار ile‏ متتالية من 
الدوال المستمرة تكو مجمومة HRS‏ كل مكا في كل مجمومة تة وغو ANE‏ 
oiy‏ الصيغة نحصل على أن العكس صحيح : أي أن الدالة التي نقاط استمرارها 
كثيفة في كل مجموعة تامة وغير e Fm &JU-‏ لدوال مستمرة . 

بير وصف النهايات غير المستمرة لدوال مستمرة على أنها من فئة 1 والنبايات 
لدوال من فئة 1 (als‏ نفسها (النهايات) ليست من فئة 1 على أنها من فئة 2 وهكذا 
في الحقيقة يوجد دوال لاتنتمي إلى أي فئة (من فئات بير (Baire‏ . مثال شيق لدالة 
من فئة 1 لبير هو أي دالة غير مستمرة في Ro‏ بحيث تكون مستمرة في كل خط يوازى 
أحد ON. olla YI‏ 


تمرين (7M)‏ 
أعط مثالا لتلك الدالة . 

من العجيب أنه على الرغم من أننا بينا فقط أن للنهاية النقطية لدوال مستمرة 
مجموعة كثيفة في كل مكان من lU‏ الاستمرار» فإن أكثر من ذلك صحيح أيضا : 


vv الدوال‎ 


مجموعة النقاط التى لاتحقق عندها الاستمرار LY‏ وأن تكون مجموعة من الفئة الأول . 
هذه الخاصية لاعلاقة لما بكون الدالة المعنية هي Adam ble‏ لدوال مستمرة. في 
الحقيقة سوف نبين أن الدالة الحقيقة ۴ التي نطاقها فترة في Ri‏ إذا كانت مستمرة عند 
نقاط تكون مجموعة كثيفة في كل مكان فإنها مستمرة ماعدا في مجموعة من الفئة 
الأول . 

لنعتير المجموعات E,‏ من x bui‏ حيث توجد متتالية xlgule (i)‏ ونحقق 
If.) - fl> -‏ . كل نقطة عدم استمرار تكون في إحدى E,‏ أي أن مجموعة نقاط 
عدم الاستمرار محتواة في اتحاد LE,‏ با أنه يوجد عدد قابل للعد من E,‏ فالنظرية 
متحققة إذا أثبتنا أن كل E,‏ مخلخلة. في حالة أن إحدى المجموعات ,۴ غير 
alle‏ فإنه توجد نقطة × » حيث 1 مستمرة (Une‏ وتكون نقطة خباية هذه 
الملجموعة ,8 إذا اخترنا 8 موجبة بحيث 8 > |×- |y‏ فهذا يؤدى إلى أن 
د > [f(y) - fG9|‏ وإذا اخترنا En wil‏ بحيث 8 ر > | - ۷ o^ Ye cus‏ 
"e‏ التي كن Loss‏ إلى E,‏ فال - À‏ >( = وما + I3! [f(y.) — f(w)| s f(y) - f)‏ 
كان lade k‏ ما بقدر كاف cad‏ وهذا يتعارض مع تعريف „E,‏ 


6 - تشربب الدوال المستمرة 
(Approximations Continuous Function)‏ 
لقد رأينا في ٠١ as‏ أنه رغم استمرار دالة من ,2 إلى ,1 فإن منحناها قد يكون غير 
محلم عل الال ادر i‏ فيها سد پان کل AUS‏ من جهة أخرى يوجد 
l‏ دالة منحناها ممهدا تماما حيث إنه قريب جدا لمنحنى الدالة المستمرة المعطاة . 
بدقة أكثر إذا كان نطاق دالة مستمرة فترة متراصة فبالإمكان إيجاد دالة قريبة من الدالة 
المعطاة وتكون دالة درجية أو دالة مستمرة مضلعة أو كثيرة حدود. منحنى الدالة 
الدرجية مكون من عدد منته من القطع المستقيمة الأفقية eus‏ منحنى الدالة المضلعة 
مكون من عدد منته من القطع المستقيمة في أي اتجاه (غير العمودي) . الحملة «بالقدر 
الذى نرغبه» تفسر حسب المسافة للفضاء 8 . بمعنى EN‏ كانت دالة مسكمرة و 
ع أي عدد موجب فإنه توجد دالة درجية fí‏ ودالة مستمرة مضلعة f‏ وكثيرة حدود fa‏ 


RE.‏ المدخل إلى الدوال الحقيقة 


بحيث ٤‏ > |(*),؟ - (k - 1,2, 3) «[f(x)‏ لكل x‏ في الفترة المعطاة . 

الخاصية التى تجعل مثل هذا التقريب USt‏ تسمى الاستمرار المنتظم . نقول إن 
دالة f‏ مستمرة عند x‏ إذا كان لكل € موجب توجد 8 موجبة بحيث € > f(x) — f(y)|‏ 
عندما 6 > إلا - ×| هنا بشكل عام LY‏ من إيجاد ة أصغر من سابقتها كلا أخدنا 
نقاطا مختلفة × . إذا كان دائ) بالإمكان إيجاد à‏ (بالنسبة لدالة f‏ معطاة) بحيث تصلح 
لجميع قيم x‏ مجموعة معطاة فيقال للدالة le] f‏ مستمرة بانتظام في تلك المجموعة 
OVI‏ نيرهن أن الدالة المستمرة تكون مستمرة بانتظام في أي فترة متراصة من نطاقها . 
في الواقع سنثبت هذه النظرية في حالة أعم من ذلك بكثير: الدالة المستمرة التي 
نطاقها ومداها في فضاء متري تكون مستمرة بانتظام في أي فترة جزئية 5 متراصة 
من نطاقها. 

لإثبات هذه النظرية نأخذ € موجب و ترمز لحوار النقطة × بحيث 
dlx), f(y)) > e‏ لكل y‏ في N‏ وليكن M‏ الحوار الذى مركزه × ونصف قطره يساوى 
نصف قطر ١‏ . مجموعة الجوارات M‏ تغطي les S‏ أن S‏ متراصة Ie Op‏ منتهياً منها 
يغطي S‏ أيضا. لتكن هذه الجوارات Mas ..., M,‏ ,1و ò‏ أصغر نصف قطر لكل من 
M,‏ لنفترض أن y s x‏ أي نقطتين من S‏ بحيث dlx, y) > ò‏ . بها أن × في إحدى 
M,‏ . وإذن 8 + d(y.z) > d(x, z)‏ حيث 2 مركز lo Mi‏ أن ò‏ أصغر نصف قطر 
للجوارات M,‏ فالمتر اجحة السابقة تبين أن y‏ في N,‏ والذى مركزه 2 . لذلك فالطريقة 
or gi‏ بها Ne‏ تقتضى € > ((1)97 d(f(),‏ و d(f(y), f(2)) > e‏ وبالتالي المتراجحة 
المثلشة تؤدي إلى d(f(x), f(y)) > 2 e‏ . 

سنبدأ الآن في بناء الدوال التقريبية الثلاث التى أشرنا أعلاه إلى وجودها . 

لتكن 5 فترة متراصة في R,‏ . لبناء دالة f, T‏ بحيث € > In) — f(x)|‏ 
لكل × . بإمكاننا حذف الأجزاء المتداخلة من الجوارات M,‏ في الإثبات السابق (والتي 
عبارة عن فترات في هذه الحالة) وتعريف f(x) = f(y,)‏ في الجزء UI‏ من M,‏ 
حيث ,لا هي مركز DN‏ 

لمناء الدالة cdd f dili‏ انها الأجزاء المتداخلة من Mi‏ وسم الفترات 
المتبقية (, + به (ai,‏ لذا OB‏ منحنى f,‏ هو المضلع الذى روؤسه Gs F(a)‏ 


الدوال ه١٠١‏ 


إن بناء كثيرة الحدود f,‏ أصعب Ls:‏ ما“ . إحدى الطرق لعمل ذلك 
كالتالي : لتبسيط الصيغ فقط لنفترض أن نطاق الدالة المستمرة المعطاة هو الفترة 
[h, 1 — h]‏ حيث 1 > ط > 0 . بإمكاننا تمديد Extend‏ الدالة المعطاة بطريقة واضحة 
بحيث تكون الدالة المحددة مستمرة في Lila Ri‏ خارج Jum . (bh, 1 - 1h)‏ 
الدالة المعرفة بالصيغة 


l/c, = f (1— حيث ال"(‎ I(x) = c, f OTT — (x — Dat 
-1 ü 
الحد الذى بين الأقواس المربعة‎ . 2n تساوى‎ T من الواضح أن درجة كثيرة الحدود‎ 
ويكون حيرا‎ t=x قيمة العظمى عند‎ de |as أعلاه‎ 
f(x) قريبة من‎ Tx) كبيرة)» لذا يبدو بالفعل أن‎ n قريبة من × (و‎ t عندما تكون‎ 
OYI وهذا ماسنشته‎ 
نستطيع أن نكتب )16 كالتالي‎ 
I(x) = c, f f(x — (1 - sds 
x—1 
: فإن‎ t» 1 عندما 0 > ؛ أو‎ f() = 0 ونا أن‎ 
I(x) = c, I tx — s)(1 — s?)"ds 
-1 
نحصل على‎ cn كذلك من تعريف‎ 
. 16) —f(x) = e, [f(x $) - 1)([)1 - "5 
-] 
الآن نجزىء التكامل أعلاه إلى ثلاثة أجزاء‎ 
-b Ö 1 
I, > €, f,b- Cn f.b- Cn J 
=] ue å 


حيث 1 > 6 >0 وسنختارها بعد قليل . 


Yan‏ المدخل إلى الدوال الحقيقة 


نستطيع أن نجد ò‏ صعارة ة بقدر كاف بحيث > > lix — s) - il‏ إذا كان 
i itai Min d "m‏ . الآن نستخدم هذه 


l 0 9 l | ies 
ILI > . ec, J )1 - sds < 7 ec, f (1— s)'ds- E 
3 a 3 2 3 


الان f‏ غخدودة Le‏ مسعمرة على محموغة متراصة: M‏ > || بالنسية 
ل و1 فإن "82 - 1) > )0-9 ee‏ 


1 3/2 
Ic = J(1- 04 < f (1 - "dt > 8(1 - 14^)" 
- 0 
لذا فإن‎ 
IL|&2e,M J(1 sds < 4M 7(1 - 8(")1 - 48) 
o 


بها أن 1> )18 -8(/)1 -1) bae l0 op‏ هه . نفس النقاش ينطبق 
GU‏ عل ا باتك n‏ كبيرة بقدر كاف نيد I| of‏ و Il‏ اقل من ai Le‏ 
fG)| > Ii] + Ibl + Ibis e‏ - (*)1] في حالة كون n‏ كبيرة بقدر كاف أي أن كثيرة 
Tasa‏ اتعدير تقريا £I‏ إذا nuls‏ كبيرة بقدر كاف 

إن مفهوم تقريب دالة مستمرة بكثيرة حدود له تطبيقات عدة. لقد استعمل 
هذا المفهوم في (بند )٠١‏ لإثبات وجود دالة مستمرة غير قابلة للتفاضل في أي مكان. 
es‏ يلي تطبيق اخر. 

حكن # واللة رة في — [a b]‏ . السشهتات 
(n — 0, 1,2, ...)‏ “رم | تسمى عزوم (Moments of f)‏ . سوف نبين أن الدالة 
8 التي نطاقها مجموعة متراصة في Ri‏ تتحدد بعزومهاء أي أنه إذا كان لدالتين 
مستمرتين نفس المتتالية من العزوم eel‏ متطابقتان . (لانتطرق هنا إلى كيفية حساب 
الدالة المستمرة من عزومها). الحملة السابقة X SL S‏ لآن نقول إن 
الدالة المستمرة التي جميع عزومها مساوية للصفر لابد وأن تساوى 
الصفروهذامانثبته الآن. لنفترض أن جميع عزوم f‏ تساوي 


١ 5 V الدوال‎ 


الصفر. لايفقد شيىء من التعميم إذا افت رضنا أن 1 - 0,5 - ه . إذا 
لم تكن f‏ مطابقة للصفر فإنها موجبة (أو سالبة) في فترة ما 
وبالامكان بتاءدالة همستمرةاع مطابقة للصفر خارج هذه الفترة ao‏ 
Mail) . 0 fgdx = 2h < 0‏ الشكل (V‏ 


| 0 
شكل 9( 


ننشىء في البداية كثيرة حدود p‏ بحيث lg(x) — pG9| > h/max|f(x)|‏ . إذن 


1 1 1 
| fpdx = [fgdx — [f(g = p)dx 
ü ñ 0 


z 2h — max |f(x)| . max |g(x) —p(x)| > h 


لتكن 0 tp dx-‏ | لأن جميع عزوم f‏ تساوى الصفر. من هذا التعارض m——‏ 
أن 0 =۴ . 

كنتيجة للنظرية السابقة عن العزوم نرى أن مجموعة جميع الدوال المستمرة 
بالإمكان وضعها في تناظر أحادي مع فئة من المتتاليات العددية وذلك oY‏ للدوال 
المستمرة المختلفة متتاليات مختلفة من العزوم. lo‏ أن عدد المتتاليات العددية مساو 
لعدد الأعداد الحقيقية (تمرين )١١-7‏ فإنه توجد دوال مستمرة بنفس عدد الأعداد 
الحقيقية. (الطريق المباشر للتأكد من ذلك هو ملاحظ أنه يمكن تعيين الدوال 
المستمرة بقيمها عند الأعداد النسبية أي عن طريق متتالية من الأعداد الحقيقية) . 

خاصية الاستمرار المنتظم مفيدة أيضا في تبرير تبديل عمليات cul!‏ في 
حساب التفاضل والتكامل . على سبيل المثال لتكن f‏ مستمرة نطاقها في Ra‏ وافترض 
أن f(x, b) = L‏ لجميع قيم x‏ فتره ما. أى أن الدالة ثابتة على الخط الأفقي 
up cy -b‏ ليس بالضرورة أنه عندما y ¬ b‏ فالتفاضل الجزئى af/ox‏ (عند (x. y)‏ ) 
Jo 3‏ إلى الصفر لكل × . Jelly)‏ على ذلك) : 


WA‏ المدخل إلى الدوال الحقيقة 


f(x, y) = y sin (1/(xy)), f(x, 0) = 0, b = 0, L = 0 


قيمة 8f/ax‏ عند (x, y)‏ تساوى cos (1/(xy))‏ 2-<- وهذا Y‏ $ وال ا ls‏ معينة اف آنه 


لايمكن أن تكقت 
f(x + h, y) - | ma‏ 
lim im CTENI) im im t y) 7 fG y)‏ 
y—0 5‏ 0 حم yb 8-0 h‏ 


2g +h, b) — f(x, y) 
h— 0 h 
على كل حال المساواة السابقة صحيحة في أى جوار للنقطة‎ 
جار‎ LL كدالة‎ a exea el) دال تفه‎ 866# 6 b) 
ومستمرة في‎ y لكل‎ X وليست مستمرة فقط بالنسبة للمتغير‎ Ro في‎ 
f pab R لكل ×ء الحالة الأخيرة تعن الاستمرارزية فى‎ y 
yl . بانتظام‎ at/ax على خطوط موازية للاحداثيات). الإثبات يعتمد على استمرارية‎ 
ثانياء نظرية‎ . f(x, b) = L oW (x, b) يساوى صفرا عند أى نقطة‎ fax لاحظ أن‎ 
القيمة المتوسطة تؤدى إلى‎ 


fx-h,y)—-t(x,y) of, |, 

ع h‏ 
حيث 13 2 UH‏ اچوا (x + h', y) Je eot/ox‏ ختلف عن +ة/]31 عند 
Tre ¢ (X, b)‏ الصفرء بمقدار ضئيل إذا كانت h‏ (ولذا 'طع و b|‏ - را 


قريبين من الصفر بقدر كاف . 


(Linear Functions) الدوال الخطية‎ Y+ 
قيم * و‎ e f(x) + f(y) = f(x +y) كان‎ I5] التي نطافها ,1 تسمى خطية‎ f الدالة‎ 
المعرفة بالصيغة‎ f استعيال خاص للصفة الخطية عما هو مألوف: الدالة‎ lia) . y 
ليست خطية حسب تعريفنا عندما 0 = ا ومن الواضح أنه إذا كان‎ f(x) = ax + 6 
الدوال الخطية هذه الصيغة» لكن هذا ليس‎ e فإنها خطية ويتوقع أن‎ f(x) = ± ax 


EX! الدوال‎ 


صعبا لإعطاء مثال على ذلك لابد من الرجوع إلى إحدى الخواص المعقدة لنظام 
الأعداد الحقيقية التي تعتمد على مفاهيم لانتطرق ها في هذا الكتاب". أمر اخر 
ليس واضحاً أيضا ولكن سنثبته بعد قليل هو أن الدالة الخطية غير المستمرة لابد وأن 
تكون غير مستمرة بشكل كبير : S‏ تكون غير عدوا ی كل فئزة وق الواقع 
منحناها يجب أن يكون في LR;‏ لذا من المتوقع أنه لايوجد بناء سهل لدالة من هذا 
t‏ | 

لنعشير دالة ihs‏ ۴ . لكل x‏ نحصل على f(2x) = f(x + x) = 2 f(x)‏ 
ولذا بالاستقراء الرياضى fn) = nx oj‏ لكل عدد طبيعىئ 8 . 
بما أن f(x)- f(x " 0) -fx)-f0‏ فإن f(0)-0‏ . كذلك 
2f(0) = f(x — x) = f(x) +4)-«(‏ 0 لذا ()۴- = f(-x)‏ أي أن arad f(nx) = nx‏ 
الأعداد الصحيحة الموجبة والسالبة. إذا استبدلنا x‏ ب x‏ نحصل على 
f(x) = nf(x/n)‏ أي أن x Ja oM . a > n^'f).‏ ب mx‏ ولذا 
fimxin) = n^'f(mx) = - f(x)‏ . لذا f(x) = f(x)‏ لكل عدد قیاسی ۲. عندما 
x = 1‏ فن f(r) = rf(1)‏ لكل ade‏ قياسى .r‏ هذا uio‏ آنه إذا كانت f‏ 
مستمرة فإن (۴)1×= f(x)‏ لكل X‏ . 

نستطيع تقوية هذه النتيجة بسهولة عن طريق إثبات fG9 = xt(1)‏ لكل * إذا 
كانت f‏ مستمرة hä‏ عند نقطة ما. إذا كان طا > ء > ه DB‏ 0 ج )1 - )8 + f(c‏ 
عندما 0 6( لكن f(c + 8) - f(c) = f(8)‏ لذا 0 — (1)8 عندما 0 — ò‏ أي أن t‏ 
مستمرة عند 0 . الآن إذا كانت x‏ أى عدد حقيقى فإن 0 + f(x + 8) - f(x) = f(6)‏ 
عندما 0 —6 fid)‏ مستمرة عند × . وبالتالى t‏ مستمرة في Ri‏ وهذا يقتضى أن 
f(x) = xf(x)‏ . 

نستطيع أيضا تخفيف بعض الفرضيات وإثبات أن الذالة الخطية مستمرة. 
لنفترض أن f‏ محدودة فقط في فترة ما أو حتى في مجموعة E‏ ها الخاصية التالية : 
المجموعة المكونة من جميع المسافات إلا - ×| بين النقاط × و ر في E‏ تحتوى على جوار 
للنقطة 0 . أى أنه يوجد Ò ade‏ موجب بحيث إذا كانت 5 > || فإنه توجد نقاط x‏ 
ور في E‏ بحيث ؛ = O3 .x - y‏ باستطاعتنا Lal‏ الاستنتاجح” " أن l3| à jaa t‏ 


BT‏ المدخل إلى الدوال الحقيقة 


كانت خحطية » ولذا الدالة الخطية f‏ المحدودة في مجموعة من ذلك النوع المذكور أعلاه 
لابد وأن تكون على صيغة f(x) = ex‏ . 

لتكن |٤)×(| > M‏ فی 5 . للأعداد) التي هي مسافات بين نقاط في E‏ نحصل 
على |f(D| = |f(x — y)| = If(x) - &y)) > 2M‏ « لذا |If(u)| = n™'|f(nu)| > 2M/n‏ 
إذا كان oY . Jul > &/n‏ لنفترض أن s‏ أي عدد حقيقي و : عدد قياسي 


quU |r — s| > ô/n TT 
If(s) — sf(1)| = |f(s = r) + (r — s)f(1)| > z + 6|f(1)|/n 


ھا أنه لديا مظلق ا رة اق ode cel n Jul‏ کی ترغيه sf() 2 0 OB‏ — )| 

يوجد العديد من المجموعات E‏ خلاف الفترات والتى ها الخاصية المستعملة 
في هذا الإثبات من بينها مايسمى بالمجموعات الموجبة القياس (Positive measure)‏ 
bas)‏ لابد من الرجوع إلى تكامل لبيج) وكذلك بعض المجموعات قياسها صفراء 
على سبيل JULI‏ مجموعة كانتور Cantor‏ (بند 5). إثبات هذه الحقيقة من الممكن 
إعطاءه صيغة هندسية بديية 2. خذ إحداثيات R‏ المألوفة وانشىء جموعات 
كانتور في الفترات ]1 ,0] لكلا إلاحداثيين x‏ و١‏ وذلك بالحذف من EM PX‏ 
فقط الإثلاث الوسطي من الفترات ولكن أيضا جميع النقاط من المربع ]1 ,0[ x‏ ]1 ,0[ 
التي ها إحداثي واحد le)‏ الأقل) في فترة محذوفة. لذا في كل خطوة تحذف بعض 
المناطق المظلة. ى) في شكل (V)‏ 


BB الدوال‎ 


لنأخذ الخط الذى معادلته y = x + c‏ حيث 1> ء > 0 3( كل خطوةء هذا 
الخط يقطع على الأقل واحداً من المربعات التى لم تحذف في هذه الخطوة. هذه 
المربعات مغلقة ومتداخلة Nested‏ لذا فتقاطعها sat‏ على نقطة (x, y)‏ بحيث 
y = x + c‏ والنقطتان y, x‏ تنتميان لمجموعة كانتور. 

Ro في‎ CASS التى منحناها غير‎ f£ للدالة الخطية‎ f(x) = cx أن‎ C9» LIN 
زوجين‎ (ns Y) و‎ Q9 x) نستطيع أن نرجع إلى حقيقة أولية في نظرية الأعداد. ليكن‎ 
من الأعداد الحقيقية غير المتناسبه» هذا يعني أنه ود×  × أو هندسياً. إن النقطتين‎ 
al . الأصل‎ ikas Ul على نفس الخط المستقيم‎ OLEY Ro من‎ (yi y) و‎ (3. x) 
f; afi إذا كانه وط أي عددين حقيقيين. نستطيع أن نجد عددين قياسيين‎ 
۾ و على‎ Ea يكونان فريبين بالدرجة التي نرغبها‎ rjyi + 12۷2 و‎ nX + ۲2×7 C 
مميزهما‎ OY) uy, + vy; = b ux, + xv = a ذلك نحل المعادلتين‎ SLY التواللي.‎ 
قريبين من دا و“ على الترتيب.‎ rn لايساوى الصفر) ونختار ۲ و‎ 

الآن لنفترض أن f£‏ خطية وليست على الصيغة f(x) = ax‏ . الافتراض الثاني 
يؤدى إلى أنه من الممكن إيجاد نقطتين × و xi‏ بحيث foo);‏ #6 ,*/(,*)1. لذا لكل 
نقطة R: d (a,b)‏ نستطيع 3L sl‏ علقي فاس f;‏ ية أن 
f(rx + rx) =rif(x1) + rif(x;)‏ يختلف قليلا عن d» b‏ نفس الوقت TX + ٣×‏ 
يختلف SUIS‏ عن 2 . لذا توجد نقطة على منحنى f‏ قريبة بالدرجة التي نرغبها من 
النقطة (a, b)‏ في R:‏ 

بالإمكان إعطاء إثبات اخر يبر ز بعض المفاهيم الإضافية كالتالي : لنفترض 
أن f‏ خطية ليست من الصيغة عه = f(x)‏ . بها أن f(r) = cr g flr + t) = f(r) + f(t)‏ 
لكل عدد قیاسی r‏ فإنه يكفي أن نثبت أن ۲ تأخذ عند النقاط القريبة من نقطة 
الأصل قيا قريبة لكل عدد حقيقى . أو بشكل مكافىء»ء فيا قريبة لكل عدد قيامى . 
لیکن eie Kou Lau NY A‏ عدد l cua‏ س چا EET‏ 
القرب . با أننا نعرف أن ؛ غير محدودة في e)‏ ,0) » لنفترض بالتحديد أن ۴ تأخذ قيما 
موجبة كبيرة هناك . لذا يوجد عدد صحيح n‏ أكبر من Ale‏ بحيث أنه لعدد ماه في 
)€ ,0( نحصل على f(s) 2 n‏ < 1 + . بها أن f(rx) = rf(x)‏ لكل الأعداد القياسية r‏ 


1 الملدخل إلى الدوال الحقيقة 


ولكل x‏ فإن f(As/n) -(A/n) . f(s)‏ ولذا f(Asn) > A‏ > م/(1 + >A(n‏ ع + A‏ 
حيث As/n‏ نقطة في الفترة )€ ,0( . بالتالي نكون حصلنا على نقطة قريبة من 0 
feu‏ تأخذ قيمة قريبة من A‏ إذا كانت 0 < 4 . إذا كانت 0 > A‏ فإنه توجد 
نقطه قريبة من الصفر بحيث ] تأخذ قيمة قريبة من ps —A‏ أن (×)۴- = f(-x)‏ 
فهذ! i25‏ إلى تفن الاستنتاج السبايق.. 

وزد هنا تطبيقا في حساب التفاضل والتكامل للنظريات المتعلقة بالدوال 
KEE‏ 
لنفترض أن العباية dim . 5 diodu‏ موجودة لكل عدد حقيقي × ونرمز لها ب 
(x)‏ . سنبين أن ol, AY P(x)‏ 0555 هل آل ax b‏ أولا 


(x= لط‎ + 8 (x + رطا‎ + R «+ )] + x + (RE +h) | 
T f(u)du + j fudu- f "ita )du- f f(u)du 


(x—h)—R (xh) - R x — (R +h) x — (R — h) 


Yy xa x+h y xh إذا استبدلنا‎ . (x — h) + »)ت‎ + h) = 26(x) ولذا‎ 
P(x) - (0) ضع (×)إ=‎ OYI . D(x) + (y) = 20)12)» + y) نحصل على‎ 
Je لنحصل‎ 
(9) Pix) + p(y) = P(x) + L(y) - 2(0) 
= 2^(V»(x + y)) — 20(0) = 2é(Ib(x +y)) 


هذا صحيح لكل y‏ ولذا على وجهه الخصوص عندما 0= y‏ نجد أن 0= w(0)‏ 
و (20)/2 = y)‏ . في المعادلة الأخيرة استبدل y x‏ +* لنحصل على 
y)‏ + «)10)ن2 = ya +y)‏ . على كل حال (#) أعلاه as‏ أن 
y) = v) + wy)‏ + ع) ^2 . لذلك wG) + w(y) = wx + y) op‏ أي أن v‏ 
خطية الآن ب ble‏ لدوال مستمرة ولذا لابد وأن يكون لها نقاط استمرار (VA)‏ 
لكن نحن نعرف أن الدالة الخطية p‏ التي للها نقطة استمرار تكون على الصيغة 
pi) = xy)‏ أي أن (x) = D0) +x)‏ وهو المطلوب إثباته . 


الدوال ۱1۳ 


(i r) | 5 

(V7 Y ( 0X 

^ x 8 i u- — 

افترص ان (x)‏ ترمز للكمية lim | f(u)du‏ وأن (x)‏ موجودة لكل ade‏ 


حقيقى × . ابت أن 9(x) = ax‏ , 


wea elei — 5‏ 
سوف نقتصر في نقاشنا على الدوال Ule all‏ في Ri‏ ومداها فترات في ,۸ . بالإإضافة 
إلى تفاضا دالة ۲ والتى بالإمكان تعريفها كالعادة KS‏ سوف نعتبر بعض التعمييات 
الى لها ميزة إمكانية تطبيقها على دوال ليست قابلة للتفاضل بالطريقة المألوفة. الآن 
قرف تفاضلات ديني Dini‏ باستخدام الرموز التالية : 


x + h) — f(x 
f'(x) = lim sup it :: fo) 


tg HB) HX) 
f,(x) = im inf c 1 


f(x) = lim sup ncc | 


ا ر (x) = lim inf iix‏ 
حيث + و - ترمز لليمين واليسار على التوالي ومواضعههم| (العلوية أو السفلية) ترمز 
للنبايات العظمى والصغرى على الثرتيب. لكل دالة f‏ ولكل x‏ هذه التفاضلات 

الأربع موجودة سواء كانت محدودة أو غير محدودة . 

من الشائع استعمال التعبير «تفاضل » ليعني (حسب النص) أما العدد (x)‏ 
أي f hols‏ عند النقطة المعينة x‏ أو الدالة ۴ التى قيمتها عند x‏ العدد f'(x)‏ . سوف 
نستعمل نفس التعبير الغامض أعلاه لتفاضلات دینی . إذا كنا سنتكلم عنها كدوال 

فسوف نعمم فكرة الدالة وذلك باعتبار الدوال التى قيمها ربا تضم مه + أو م - , 
عند هذه النقطة لابد وأن نكون حذرين عند التعامل مع هذه الدوال المعممة حيث 
توجد بعض الصعوبات في تحصيل المجموع أو الضرب أو في حاولة مفاضلتها. 
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سيجد القارىء أن التعامل بهذه التفاضلات لن يكتنفه أي شىء من هذا الغموض . 
إذا f(x) = f.()‏ نقول إن التفاضل من اليمين موجود عند X‏ ونرمز له ب 
f(x)‏ . بطريقة مشامة تعرف (*) 1 . P‏ التفاضل المعتاد f'(x)‏ يكون رودا 
ea)‏ أو شير منته) إذا وإذا فقط كانت جميع التفاضلات الأربعة متساوية. 
حتى ولو کان )6و g'()‏ منعتعهين فليس بالضرورة أن يكون 
(*ع + E+ egt = fa)‏ ولكن إذا كان fG)‏ موجوداً فإن 
(f£ g)*(x) = f'(x) + g'(x)‏ (انظر البند .)١6‏ 


تمرين YO‏ 7( 
اثبت أنه ]15 كان f. (x)‏ موجودا ومنتهيا فإن f‏ مستمرة من اليمين عند x‏ وأنه كان f(x)‏ 
مروا أن eso‏ کان مستمره عند × . 


رین (Y YV)‏ 
بين أن # وبما تكون غير مهعمية علد Udo X‏ تكن f'(X)‏ ميعودة وغ Aaa‏ 
(مساوية ل 9( 

مو هة أخريى لقف رايبا سابقا أذ الادالة قشعم ابس ا ورج اق كرة فا 
تفاضل (منته أو غير منته) في أي مكان . 


' ' (Y- Y) تمرين‎ 
Lass Loossla s uL al (Legen ay Iss, f'(a) البت أنه إذا كان‎ 
. lime (x) = 0 حيث‎ f(x) — f(a) = (x — a)[f'(a) + € (x)] 

(Ga) عمجوذا‎ rO للتفاقيل تصن خل أنه ]15 كان‎ XLI iac ets 
(x) = f(g(x)) الدالة © حيث‎ op (ط)ع وإذا كان (60)'ع موجوداً (منتهياً)‎ = a وإذا‎ 
إثبات‎ . flag (b) موجود ويساوى‎ D'(b) أي أن تفاضلها‎ b قابلة للتفاضل عند‎ 
ob h—0 خاطىء لذلك هو كالتالى : عندما‎ 
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D(x + h) - (x) _ f(g(x + h)) - f(g()) g(x + h) — g(x) 
h g(x + h) — g(x) h 


 f'(g(b)) g'(a) 


تمرين (£-Y)‏ 
اوجد الخطأ في الإثبات السابق ومن ثم اعط LL)‏ صحيحا باستخدام تمرين 
1-1 


هناك تطبيق اخر لتمرين )۳-۲١(‏ وهو الحصول على شرط ضروري 
للتفاضل المحدود (هذا الشرط كاف أيضا) . 

إذا كان نطاق f‏ يحتوى على فترة في Ri‏ وه نقطة داخلية هذه الفترة فإنه لكل 
€ موجب يوجد جوار N‏ للنقطة a‏ صغير لدرجة أنة إذا كانت ds Nt st‏ 
| تجاهين متعاكسين من a‏ وإذا كانت هذه هي الحالة أيضا بالنسبة للعددين uj‏ و ينا 
ob‏ : 


f(t) — f(t2) _ f(u,) - f(u;) 
azm wa 


«€ 


لاحظ أنه يكفى أن نثبت أن كل كسر في الجهة اليسرى من الممكن جعله قريباً 


من f'(u)‏ , الآن: 


t-i ha t-t وآ‎ = a t - ti 
tl, =a t — a 
= (f'(a) + £j) -=(P F ——— 
t- ا‎ b, 
ا‎ - 


a 
= f'(a) + يع — — بع‎ 
ü 5 t-t 


(t; —a)/(ti —t;)| > [ أن‎ lo . h h +a ةا‎ Ej, € —Ü حيث‎ 
. فإننا نحصل على ضالتنا‎ |) - 3 -t) و51‎ 
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هذه النتيجة الأخيرة بالإمكان استخدامها للتأكد من عدم قابلية التفاضل لبعض 
الدوال المستمرة”؟ "2 . المثال التالي يوضح ذلك : إذا كانت G(x)‏ تمثل المسافة من العدد 
X Aah‏ إلى أقرب عدد صحيح. فمنحنى G‏ يشبه الشكل )^( 


شكل )^( 


A d LA. 660-6050 & H(x)- E 276.) «51‏ 8 ثانعة فن 
استمرارية G‏ ومن تقارب السلسلة بانتتظام . لنفرض أن a‏ أي نقطة و 
)5 + هبة - (a‏ فترة تحوى 2 . o‏ أن النقاط "2 تكون مجموعة كثيفة حيث k‏ عدد 
صحيح موجب و اعدد صحيح فإننا نستطيع إنيجاد نقطتين 25 = X,‏ و 
x; - 22+ 1)‏ في (8 + 8,3 -3) ف ناحيتين متعاكستين من ة. لتكن النقطة 
5الوسطى للفترة (2×,») . المتحنى G‏ له أركان Corners‏ عند النقاط 271p‏ 
حيث p‏ عدد صحيح والمنحنى ,6 له أركان عند النقاط (277p‏ بشكل عام 
G, | eoa‏ له أركان عند القاط -2-5. لذلك Go, 6 6 coll‏ 
ليس لما أركان بين xi‏ و د×ولذا فميل كل ;1)6 - ۸> (0s j‏ بين Exi‏ مساو 

لثيلة بين oe gxi‏ من جهة أخرى لكل n k‏ نحصل على 70 G(x) = G9)‏ 


"UI 
H(E) - H(xj)  H(x;) - H(xi) 
کچ‎ X3 7 Xj 
الاختصار تصبح‎ Jon 


G,(5) — Gx(x) Go) - Ox) _ , 1 
|. -x AmA 7 


مناقشة مشامبة تنطبق على 


H(x) - H(5)  H(xj) - H(xi) 


E X2 — Xj‏ = ون 


الدوال 11¥ 


با أنه إما 5 و × أو و × في ناحيتين متعاكستين من a‏ فالشرط الضروري للتفاضل 
المحدود لايمكن أن يتحقق . 

هذا يبين أن H‏ ليس لها تفاضل منته عند أي نقطة . (بناؤنا السابق لدالة غير 
قابلة للتفاضل في أي مكان. واضح أن الدالة المستمرة ليس لما بالضرورة تفاضل غير 
محدود عند أي نقطة) . 


نمرين )0-1١(‏ 
اثبت أنه إذا كان 0 < f(x)‏ فإن f‏ تزايدية عند (X‏ بمعنى أنه توجد فترة 
(x = hx + h)‏ بحيث إذا كانت s‏ وغ ف هذه الفترة OB s«x«t y‏ 
f(s) « f(x) « f(t)‏ . يشكل cele‏ إذا كان 0< f ob fo)‏ تزايدية من اليمين 

عند × . 

نقول إن f‏ طا قيمة عظمى عند x‏ إذا وجد جوار N‏ للنقطة × بحيث 
fy) > f)‏ لجميع قيم لا في EN‏ القيمة العظمى تكون فعلية إذا وجد جوار N'‏ 
ل x‏ بحيث f(y) > f(x)‏ لكل y‏ في y#x N'‏ 


تمرين A-Y)‏ 
اثبت أنه إذا كان للدالة ۴ قيمة عظمى عند x‏ فإن 0 > f(x)‏ و 20 f(x)‏ 
على وجه الخصوص I]‏ كان ل ٤‏ قيمة عظمى عند x‏ وإذا كان f'(x)‏ موجودا 
f(x) = 0 ob‏ . ملاحظات ipli‏ تنطبق بطبيعة JLI‏ على القيمة الصغرى . 
يوجد عدد قابل للعد من القيم العظمى لأي دالة 7©. للتأكد من ذلك لنعين 
للقيمة العظمى ل عند نقطة ما x‏ الفترة )72 (ri,‏ التي طرفيها عددين قياسيين بحيث 
ا و n‏ في ناحيتين متعاكستين من × وبحيث f(y) > f(x)‏ لكل y * x‏ وج > y‏ > ۲. 
هذه الفترة لايمكن تعينها لقيمة عظمى فعلية أخرى عند نقطة أخرى Ve z‏ (أي 
الفترة) في هذه الحالة سوف تحتوى على كل من x‏ و2 كما أنه ol, LY‏ يكون 
f(z) < f(x)‏ وكذلك f(x) < f(z)‏ . فبالتالي القيم العظمى الفعلية المختلفة ها فترات 
قياسية معينة مختلفة . با أنه يوجد فقط عدد قابل للعد من الفترات التى أطرافها أعداد 
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قياسية لذا يوجد على الأكثر عدد قابل للعد من القيم العظمى الفعلية. 

على كل حال من الممكن أن يوجد عدد غير قابل للعد من القيم العظمى غير 
الفعليه لدالة مستمرة . مثلا الدالة الثابتة لها قيم عظمى غير فعلية عند جميع النقاط . 
من الممكن أيضاً إثبات أن قيم أي alla‏ عند النقاط التي يكون فيها تفاضلها صفرا 
(أوحتى عندما يكون واحدا من تفاضلات ديني صفرا) تكون مجموعة قياسها 
|O io‏ هذه الخاصية مع الخواص العامة للتفاضل والتي سيرد زكرها في (بند ١؟)‏ 
تبين أن الإحداثي الصادي لكل القيم العظمى تكون مجموعة قياسها صفر. 

من المدهش أن خاصية كون دالة هي تفاضل لدالة أخرى يضع على الأولى 

شروطا ليست بالسهلة . 

ناس af‏ أن تافل allo‏ مستعمرة قد یرن مسرا حت ولو كان موجودا 
عند كل Max‏ لتوضيح ذلك نأخذ الدالة ۴ المعرفة fœ) = * sin (1/x) JS‏ لكل 
0+ × و0-(1)0. 
لكل 0 × فإن (×/1) OYI. f'(x) = 2xsin (1/x) — cos‏ "غير موجود ومن السهولة 
أن نشرع ونستنتج أن (0)؛ غير موجود أيضا (راجع بند ١؟).‏ على كل حال 
s - limxsin | =0‏ ا f(0)- lim‏ . لذا فإن PO)‏ موجود. في الحقيقة 


X‏ 0 جعي 
أن عدم وجود mO‏ بالتأكيد يبين أن ۲ غير مستمزة عند 0 de)‏ الرغم من 
كونها مستمرة d‏ كل مكان اخ à‏ 


هذا QUII‏ يوضح لنا مدى أهمية الجملة التالية : إن أي تفاضل (موجود ومحدود 
فى فترة) له خاصية القيمة المتوسطة : أى أنه إذا كان له قيمتان فله جميع القيم VAT‏ 


تمرين )۷-۲١(‏ 
اثبت أنه من الممكن استنتاج ذلك من الحقيقة : إذا كان 0 > f(a)‏ و 0 < f'(b)‏ فإنه 
توجد c dax‏ بين a‏ و b‏ بحيث 0 = f'(c)‏ . 

بقى Ule‏ أن نثبت الحقيقة السابقة. با أنه لدينا دالة f‏ تناقصية عند OY a‏ 
f'(a) > 0‏ وتزايدية عند b‏ لذا فقيمتها الصغرى في [a, b]‏ لاتحدث عند a‏ أو ط . 
بالتالي فهي تقع عند نقطة داخلية c‏ ونحصل على 0 = f'(c)‏ . 


الدوال 114 


mE (^- Y) à 
المماس‎ x دورية قابلة للتفاضل و عددا موجبا معطى » فإنه توجد نقطة‎ illa f لتكن‎ 
على الإحداثي‎ x الوحدات من‎ a عندها يقابل المنحنى مرة أخرى عند نقطة على بعد‎ 
النص المألوف لنظرية القيمة المتوسطة هو‎ . ):) + a) -:)«( -at'(x) : أن‎ TUN 
(a,b) في‎ c فإنه توجد نقطة‎ (a,b) موجود في‎ f' وكان‎ [a b] مستمرة في‎ f أنه إذا کانت‎ 
قراءتها على أن الكسر‎ Se هذه الجملة‎ . (f) - fab — a) = f'(c) بحيث‎ 
Lu.b. يقع بين أكير حد أدنى .8.1.6 وأصغر حد أعلى‎ (fb) - f(a)((b — a) 
عن القيم‎ ila Vel أو قراءتها على‎ (Ghe (وهذا ما يحتاج عادة إليه‎ ٠)١ للدالة‎ 
المحتملة ل ؛.. وذلك أن التفاضل في مكان ما يأخذ قيمة مساوية لذلك الكسر. في‎ 

الحقيقة crate‏ فيا بعد حفيقتين أقوى Ve‏ المدلول. 
نبدأ على كل حال بإعطاء الإثبات المعتاد لنظرية القيمة المتوسطة ومن ثم نورد 
بعض التطبيقات عليها. لنأحذ الدالة ع المعرفة بالصيغة 


— 
—à 


لذا JLL . g(a) = g(b) = 0 òl‏ فإن ل ع قيمة عظمى أو صغرى بين we by a‏ 
نقطة c‏ و0 = cg'(c)‏ لكن 3( هذه الحالة f’(c) = i e‏ . 

الطريقة الأخرى غير المألوفه لإثبات ذلك هو أن نبدأ بالمساواة 
gla) = g(b) = 0‏ و نستخدم نظرية الوتر الشاملة (بند 4 )١‏ لنستنتج أنه توجد فترات 
(Xn Yn)‏ في (a b)‏ كل واحدة طولها نصف طول سابقتها بحيث gx.) = gy.)‏ . هذه 
الفترات متداخلة وبالتال تتقارب لنقطة c‏ في s jul‏ المفتوحة (a,b)‏ » (إذا اخترنا 
أول فر تن بيت a Dg‏ وه . illo‏ لدينا JUS‏ من الأوتار الأفقية للدالة8 
أطرفها تقترب من op c‏ الماس عند c‏ (على افتراض وجوده) LY‏ وأن يكون أفقيا 
أي أن 0 = 0ع . 

لقد افترضنا في نظرية القيمة المتوسطة أن f‏ مستمرة في الفترة المغلقة b]‏ ,3] . 
في الحقيقة نستطيع أن نحذف هذا الشرط عند طرفي الفترة إذا 
استوجبنا استمرارية f‏ من اليمين عند a‏ ومن اليسار عند b‏ )3( حالة وجود النهايتين 


g(x) = f(x) — f(a) — (f(b) — f(a)) ٠ : 
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fat)‏ و c(f(0-)‏ وفي حالة تعذر وجودهما لانتطلب شيئاً على إلاطلاق عند طرفي 
الفترة. على كل حال هذا التعميم مصطنع لأنه إذا كان flat)‏ غير موجود و 
f‏ محدودة بالقرب من a‏ فإن ‏ تاخذ كل قيمة محدودة في كل جوار أيمن للنقطة a‏ ولذا 
(b — a)f'(c)‏ تأخذ كل قيمة محدودة ODE S‏ ذلك يعزى لأنه إذا كان k‏ أي عدد 
فإن f(x) - kx‏ ليس ها ile‏ من اليمين عند a‏ وبالتالي لايمكن أن تكون مطردة على 
جوار أيمن ل ه . لذلك فللدالة قيم عظمى وصغرى في كل جوار أيمن a J‏ ويكون 
بذلك تفاضلها صفرا عند تلك (al bui‏ أن .f'(x) = k‏ 

الاتجاه العكسي لنظرية القيمة المتوسطة خطأ بشكل عام . على سبيل JUL‏ 
إذا كانت *٭ = f(x)‏ فإن 0 = fO‏ ولكن f(a)‏ - (1)0 لايساوى صفرا على الإطلاق 
إذا كانت ه  „b‏ 

كتطبيق هذه النظرية نفبت الآن نظرية تتعلق بمفاضلة متتالية من الدوال ندا 
حداً. النظرية التى ورد ذكرها في بند ٠١‏ تتطلب قابلية التكامل للمشتقات وإثباتها 
يستخدم نظرية عن تكامل متتالية من الدوال متقاربة بانتظام e‏ لكن بالإمكان إثبات 
حقيقة أعم من ذلك بدون استخدام التكامل على الإطلاق» نصها كالتالي : 

لنفترض أن للدوال f,‏ تفاضلات f,‏ محدودة في فترة 1 وأن المتتالية ((5,)3) 
تتقارب عند نقطة ماه في 1ء وأن )6( تتقارب بانتظام إلى ع (مثلاً). t, OP‏ تتقارب 
بانتظام في 1 إلى f ale‏ إذا كانت الفترة 1 متراصة وإلا بانتظام في كل مجموعة جزئية 
متراصة من CI‏ وكذلك ob‏ «)ع = f'G9)‏ لكل x‏ في 1 . 
لاثبات ذلك تطبق أولاً نظرية القيمة المنوسظة غل الدالة S-i‏ 


f(x) — f(x) - [fn(a) - fm(a)] = (x — العام - )كاله‎ 


ecu‏ تقع بين x‏ وة (وبالطبع ربا تعتمد على Lal (n) m‏ تقارب (,) بانتظام 
وتقارب (f(2)‏ يجعل (f)‏ تتقارب بانتظام Ub‏ |ه - [x‏ محدودة. لنفترض أن ؟ 
f, ble‏ وان & عدد موجب لنحصل على 


RGO — f(x) — [f.(a) — alal > (x = a) € 


iT الدوال‎ 


إذا كانت n‏ و أكبر من عدد صحيح o‏ دع 6 عه لنحصل على 
f(a)]] = (x — a) ©‏ — (2)؟] = If) — f(x)‏ إذا مم > n‏ 
أي ol‏ 


5 
n > n, |3| د‎ 


f(x) — f Xa) _ f(x) 8 f(a) | «c 


y-—à8 id 


كزلك من فرضية العحقادرب الملنتظم نحصل على |f,(a) — ga) > e‏ إذا 
diea‏ الآن بے ه أقير مخ WI‏ إذا كان Ix - a|‏ يرا 


x—a 
لذا‎ |f(a) - لك إزويع‎ E بقدر‎ laa |x-a| إذا كان‎ 
لاحر‎ i 


بقدر كاف fa) | <e : ob‏ — لاك لاط 


- g(a) < 3 ع‎ 


هذه المتراجحة تبين أن Tla)‏ موجود ويساوى 
gla)‏ . با أن iia {fa}‏ بانتظاء فبإمكاننا أخذ a‏ أي ika‏ على الإطلاق في 1 وهذا 
ينهى إثبات هذه النظرية . 

تليق ki à, dac] ol‏ المتوسطة ينتج m prp‏ 
واضح . لنفترض أن f‏ قابلة للتفاضل في [a, b]‏ وأن f'(a) =f'(b)‏ فإنه توجد نقطة c‏ 
La, . ®‏ يعني أنه إذا كان منحنی f‏ له نفس اليل 
S baud‏ يق c dax any ly‏ بحيث أن اللمماس عندها يمر بنقطة البداية 
(a, f(a))‏ . من السهولة تصور ذلك هندسياً. 

لإثبات ذلك لنفترض أن 0 = oY f(a) =f(b)‏ إذا لم تكن هذه هي الحالة 

فستعتير الدالة المعرفة بالصيغة f(x) - xf'(a)‏ . الدالة 


= f'(c) بحيث‎ (a, b) T 


f(x) — f(a) 


2 - 2 


„a > ع‎ Sb, g(a) > 0 


g(x) = 


مستمرة في [a, b]‏ (التأكد من هذا عند النقطة a‏ يتطلب بعض العناية) وقابلة 
للتفاضل في (a, b]‏ . الآن g'(b) = —g(b)/(b - a)‏ إذا كان 0 < g(b)‏ فإن 0 > g'(b)‏ 
ولذا ع تناقصية عند b‏ (تمرين g(a) = 0 ley (07 YY‏ لذا ع تدرك قيمتها العظمى عند 
النقطة c‏ بين ه و طا حيث 0 = g'(c)‏ مناقشة مشابهة تنطبق في حالة كون 0 > g(b)‏ . 


YYY‏ المدخل إلى الدوال الحقيقة 


أما I3]‏ كان 0 = (ط)ع g(a) = (b) = 0 op‏ ونحصل ia‏ أخرى على 0 = g'(c)‏ لنقطة 
TAMY‏ ; با أن 


(cy LAO _ Ke) — fa) 
g (c) = c—a (c — a) 
. فإنه يتحقق المطلوب‎ 

يوجد تطبيق اخر لهذه النظرية يخدم تبر ير فكرة بديبية وهي أن التفاضلات 
Axel‏ في معظم الأحيان من الدوال التى اشتقت C‏ 


رين (A- YO‏ 
]13 كانت 0 2 f(x)‏ و 0 - f(09)‏ وكانت ] قابلة للتفاضل في [0,1) و 
h(x) < 0‏ و fh(x)dx‏ متباعد عند 0 فإن h(fG))f (x)‏ غير محدود عندما 0 × Ss‏ 
f'Q/f(x)‏ غير محدود ولذا fO) log f(x)‏ غير محدود أيضا e)‏ افتراض أن 
(f(x) 2 0‏ ) . 

من الممكن أن نأمل في تعميم نظرية القيمة المتوسطة لحالات لايكون فيها 
التفاضل بالضرورة موجوداً لكن من الواضح أن التعميم المباشر غير صحيح. 
على سيل JUL‏ إذا ×| = f£60 = - 1 op f(x)‏ لكل 0 > × و1 = «(:),؛ لكل 0 < × 
لذا على الرغم من 05$ )1 Yi f(1) = f(-‏ أن 0 * )6 e‏ قيم × على 
الإطلاق. كذلك لانتوقع أن تتحقق هذه النظرية لأى من تفاضلات ديني . على كل 
حال يوجد بديل ها يتحقق لتلك التفاضلات ومن الممكن استخدامه في بعض 
التطبيقات“"'. 

هذا البديل ينص على أنه إذا كانت مستمرة في [a, b]‏ وإذا كان c‏ أي عدد 
أكبر من [f(5) -5)3([/)05 - a)‏ فإننا نحصل عند عدد غير قابل للعد من النقاط x‏ في 
E (a, b)‏ بطريقة ا بود ade‏ غير JU bU‏ .من oll‏ بحي 
f(x) < c‏ إذا كان a)‏ - 5)/[(ة): - c< [f(b)‏ . بشكل عام bui‏ ليست نفسها في 
كلا الحالتين . 

إثبات ذلك مشابه إلى حد كبير مثيله لنظرية القيمة المتوسطة. لنفترض أن 


vvv الدوال‎ 


sga) = 0 مع لذا فإن‎ = ta- ta) -ki ونأخذ الدالة‎ k> to) - fa) 
واعتير‎ 07 g(a) >s < g(b) عدد بحيث‎ T s لیکن‎ .g(b)- f(b)-f(a) -k«0 
والتى عبارة عن صورة عكسية‎ g(x) < s بحيث‎ [a b] في‎ x المجموعة من النقاط‎ 
أن ع مستمرة فإنها مغلقة. هذه المجموعة محدودة لذا فلها حد‎ os ciale لجموعة‎ 
بها أن‎ .x «b ob (ط)ع‎ «s مستمرة). با أن‎ g (لأن‎ (x) = s بحيث‎ x, أعلى‎ 
نحصل‎ (X موجبة وصغيرة بقدر كاف (وذلك من تعريف‎ h لكل‎ gx, + (ط‎ «s 
Molle. ٣٥٣د گے > گے +( ع‎ =e QUU cat) «0 على‎ 
وبا أنه يوجد عدد غير قابل للعد من‎ x, تولد قيا ختلفة من‎ s bai مختلفة من‎ 
بحيث‎ x فإنه يوجد عدد غير قابل للعد من النقاط‎ g(b) هذه النقاط بين 0 و‎ 


P(x SC 


من الحقائق المألوفة أنه إذا كانت ؛ موجودة وغير سالبة في فترة ما fop‏ 
غير تناقصية في تلك الفترة. هذا واضح من نظرية القيمة المتوسطة OY‏ 
fly) - f(x) «(y - x)f'(o)‏ حيث .x«c«y‏ إذا 0< f'o)‏ نستنتج ol‏ 
f(y) < f(x)‏ عندما تكون y < x‏ 

نستطيع أن نستخدم النظرية التي أثبتناها انفا لنحصل على نتيجة أقوى في 
اتجاهين : أولاً لاحاجة لافتراض أن P‏ موجودة GU,‏ نستطيع أن نحذف عدداً قابلا 
للعد من النقاط. بدقه أكثر. إذا كانت f‏ مستمرة وكان أحد تفاضلات ديني غير 
سالب فيا عدا ربا عند عدد قابل للعد من النقاط فإن ؛ غير تناقصية . 

لنفترض أن 0 < f*()‏ لكل x > b‏ > ه à‏ عدا عند عدد قابل للعد من 
النقاط . (الفرضية 0 < (x)‏ تؤدى إلى ذلك. والإثبات بالنسبة ل F)‏ مشامهة) . 
إذا ۾ تكن ؛ غير تناقصية لابد وأن توجد نقطتان x‏ ولا بحيث ×< لا و 
f(y) > f(x)‏ . تعميمنا لنظرية القيمة المتوسطة حيث 0 > f) f) > c‏ يؤدى إلى 
وجود مجموعة غير قابلة للعد من النقاط (x, y)‏ بحيث 0 > ۴ lia,‏ يناقض 
افتراضنا. 


YT4‏ المدخغل إلى الدوال الحقيقة 


AYN ou 
فرض أساسى في النظرية السابقة : انشىء دالة غير مستمرة غير‎ f بين أن استمرارية‎ 
| adi aul f(x) < 0 تزايدية بحيث‎ 

نستطيع الآن أن نثبت أنه إذا كانت f‏ مستمرة OP‏ لجميع تفاضلات ديني 
الأربعة نفس الحدود العظمى والصغرى في أي فترة» في الواقع بشكل أعم فإن 
لمجموعة الكسور [f(x — h) - h‏ نفس هذه الحدود التي لتفاضلاات DET‏ 
كانت بالطبع كل من × وط + × في الفترة المعطاة. لنفترض أن a) < m‏ وأجعل 
.g(x) = f(x) - mx‏ با أن 20 ob g*(x)‏ الدالة ع غير تناقصية . إذا كانت 0 < h‏ 
نحصل على 0 < g(x + h) - g(x)‏ أي أن 0 > f(x + h) — f(x) — (x  h)m +mx‏ 
وبالتالي 2g‏ 69< 0*9 ولذا Lt) < m op‏ بطريقة ipli‏ نحصل de‏ 
f(x) — f(x — h) ET (x — h)m > 0‏ أي أن i 2m‏ كد ولذا 

. f(x) > f(x) > 

بعد ذلك uo cJ‏ أن أحد القفاضلات وليكن E‏ 
Lx de‏ هذا د يعني أنه OUS JU‏ جعل حدوده العظمى والصغرى قريبة بالشكل الذى 
نرغبه من P'(X)‏ في جوار صغير للنقطة x‏ بقدر كاف» حسب النظرية السابقة OB‏ 
هذا ينطبق أيضاً على الحدود العظمى والصغرى للثلاث تفاضلات الأخرى las‏ 
يعنى أنها جميعا تساوى f*(x)‏ عند النقطة x‏ . هذا فإنه إذا كان أحد التفاضلات لدالة 
سكير f eta‏ عند zx‏ ا e‏ عد تتاضل lis ace‏ ا 

هناك خطأ شائع بين الطلاب الذين يدرسون حساب التفاضل والتكامل وهو 
افتراضهم أن f(y)‏ غير موجود في حالة عدم وجود النهاية limf)‏ (راجع بند 
Y?‏ 


تمرين (M YD‏ 
ابت وجود f'(y)‏ إذا كان lim f(x)‏ موجودا . 

أحد الأسباب التي تؤدى إلى هذا الالتباس ربا أنه إذا كان التفاضل غير 
مستمر فهو كذلك بشكل كبير» لهذا السبب فهذا النوع من الدوال غير شائع في 
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حساب التفاضل والتكامل . بشكل أدق» لايمكن أن يكون للمشتقة قفزة بسيطة› 
أي أنه إذا كان f'(X)‏ موجوداً عند كل x az‏ من فترة ماء وكانت POH OLII‏ و 
f'(y-)‏ موجودتين عند نقطة y‏ في هذه الفترة kep‏ مساويتان ل f'(y)‏ . من جهة 
أخرى. المثال |×| = f()‏ يبين أن النبايتين ل ۴ من كلا الجانيين موجودتان وتختلفان 
عند fO) BEE y dac‏ قير apes‏ 

إن استحالة احتمال وجود قفزة بسيطة لمشتقة ما هي نتيجة مباشرة لكون 
اة تمق عناضية القيمة اة 

كذلك نلاحظ أنه لايمكن أن يكون لدالة مستمرة تفاضل le Y‏ في كل 
مكان . في الواقع أنه بالنسبة للدالة المستمرة LY‏ أن يكون f(x) > + o‏ عند مجموعة 
غير قابلة C aA‏ هذا واضح من التعميم لنظرية القيمة المتوسطة في (بند .)7١‏ 
في الواقع هذا التعميم ينص على أن » > fx)‏ لمجموعة غير قابلة للعد إذا كان 
[f(b) — f(a)]/(b — a)‏ > € . 

نستطيع أن نستنتج من نظرية dale‏ سيرد ذكرها لاحقا أنه لكل دالة ۴ (ليست 
بالضرورة مستمرة) تفاضل ۲ لانهائي من اليمين عند مجموعة قياسها صفر على 
الأكثر. من ناحية أخرى إذا لم تكن f‏ مستمرة فإنه بالإمكان أن يكون * + = f(x)‏ 
عند كل نقطة × . من الممكن إنشاء مثال هذه الظاهرة acd. C IUIUS‏ العدد 
الحقيقي 1 à [0, 1] T‏ النظام الثلاثي على النحو التالي ... .0 = × حيث كل 
Lala,‏ 0 و1 أو2. إذا كان للعدد x‏ تمثيلان فنختار المنتهي منهما. الآن ضع 
f(x) = 0. bib; ...‏ حسب النظام الثنائى حيث 1 - b,‏ إذا 2 = يه أو 0 = روط في 
الحالات الأخرى. الآن با أننا نحينا جانبا التمقيل الل المنتهن بتكرار 2 فإنه رای 
التمثيل الثلاثي) لكل ETE TI ES x‏ ایا ی الاك ا 
منب) في GU‏ التي ترتيبها' . ولتكن x'‏ مختلفه عن x‏ فقط يكون 2 في الخانه OP cr‏ 
واج as n.‏ ارت كر ulti!‏ في كلتي الحالتين 
f(x) - f(x) 227‏ لذا — € وفيا آنه هن الممكد أن تون r‏ 
diis ali Mod‏ سد ةسون 

أيضا من الممكن إثبات أن هذه الدالة مستمرة عدا عند النقاط التي ها تمثيل 


YA‏ المدخل إلى الدوال الحقيقة 


IU‏ منته وفي الحقيقة تكون مستمرة من اليمين عند هذه النقاط لكن غير مستمرة 
PME‏ 
الشيق أن نعلم إنه إذا كانت دالة غير مستمرة عند نقاط من مجموعة أخرى 
كثيفة فإنه LY‏ وأن تكون مستمرة وغير قابلة للنفاضل عند blä‏ من مجموعة من الفئة 
الغانية”"“؟ . لقد أثبتنا (بند (YA‏ أنه إذا كانت؟ مستمرة عند bla‏ من مجموعة كثيفة OP‏ 
نقاط عدم الاستمرار تكون مجموعة من فئة بير الأولى. لذا فوجود مجموعة كثيفة من 
تقاط الاستمرار يع وجود علد قليل Los‏ من eae Us‏ الاستمرار. الآن نبين أن 
وجود مجموعة كثيفة من نقاط عدم الاستمرار يسمح بوجود عدد قليل نسبيا من النقاط 
فقن x PLA ia E,‏ بحيك ol‏ > ا eo.‏ إل 
[f(y) — fG)l/ly - x| > n‏ . في هذا المجال إذا ذكرنا «تفاضل» فهذا يعنى تفاضل 
محدود (له قيمة منتهية). لذا كل نقطة × حيث P(x)‏ موجود تنتمي إلى إحدى 
الملجموعات LE,‏ لإثبات أن مجموعة تلك النقاط من الفئة الأولى يكفي أن نثبت 
أن ن كل Ae E,‏ لنفترض العكس أي أن ن En‏ كثيفة في فثرة مفتوحة 1 . هذه 
الفترة تحوى wb‏ حيث ؛ غير مستمرة لذا لابد وأن يوجد عدد موجب h‏ 
ومتتالية (v)‏ بحيث y, o w‏ و ط < Iff) f(w)|‏ . ليكن k‏ عدد يحقق 
le . ly — w| > UN‏ أن E,‏ كثيفة في 1 نستطيع أن نختار »× فی En‏ بحيث 


gyl . ly = x €VN و‎ |x 7 w| > UN تفع بين »لا و ۷ لذا‎ 


h < [f(y,) = f(w)] > [f(y,) = f(x)| + 1f) = f(w)| 


h | E ki — f(x) | 5 Ed 


17 -W Yk 7W Yk 7 W 
T. | f(yk) — f(x.) " EE f(w) « 2N 
Vk — Xk Wwe 


Xk € Es oS‏ . دع EW‏ لنحصل على تعارض 
الآن نلاحظ أنه إذا كان واحد من تفاضلات دينى لدالة مستمرة مساوياً للصفر 
في فترة ما op‏ الدالة ثابتة هناك لأنه قد أثبتنا أنها تكون غير تزايدية وغير تناقصية 
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معاً. وهذا يؤدى إلى أنه إذا كان لأى دالتين مستمرتين نفس التفاضل المحدود في فترة 
ما Las‏ يختلفان هناك بثابت فقط. من جهة أخرى من الممكن أن توجد دالتان 
مستمرتآن ها نفس التفاضل الذى لابد أن يكون LEY‏ عند بعض النقاط فى فترة 
ما ولايختلفان بثابت هناك (راجع (YY‏ 

هناك الكقر من الحقائق المتعلقة بمشتقات دالة اختيارية سوف نذكر نض 
بعض منها بدون إثبات"““ . أولا فيها عدا عند bla‏ من مجموعة قابلة للعد. التفاضل 
العلوى من ناحية لايقل عن التفاضل السفلى من الناحية الأخرى. أيضاء إذا كان 
ara‏ ف وإ هاس ده ق 8 Ls‏ عدا تجموعة قياسها صقر 
وبطريقة مشاببة إذا كان f, = — e‏ فإن # + = + فيا عدا مجموعة قياسها ضفر. 
أخيرا قياس المجمرغة حيرت f*‏ و © عدودان وختلفان يساوى ضفر. إذا ربظنا هذه 
الحقائق مع بعضها نرى أنه» فيا عدا عند مجموعة قياسها صفر» توجد ثلاثة 
احتالاات ha‏ : 
(Y)‏ يوجد تفاضل محدود. 
(Y)‏ القاضلون ob I‏ اران هع والفاقلان oU JI‏ پارياق 9 . 
(Y)‏ التفاضل العلوي من ناحية يساوى « + والتفاضل السفلى من الناحيه الأخرى 
پساوئ O79‏ 
والتفاضلان الآخران محدودان ومتساويان. با أن الاحتال الأول فقط ينطبق على 
الدالة المطردة فبالتالي نرى أن ها تفاضل محدود تقريباً في كل مكان. سوف نعطى 
ng‏ ماسر هذا اكد لقا السام الك Of‏ مك من à, cll‏ العابة 
أنه إذا كانت جيع التفاضلات محدودة تقريباً في كل مكان op‏ للدالة تفاضل في كل 
كان شیا 


(Monotonic Functions) -الدوال المطردة‎ Y 
مطردة إذا كانت إما غير تناقصية أو غير‎ Ri إلى‎ Ri تسمى الدالة ؛ من فترة 1 في‎ 
y a x) y >x عندما‎ fly) > f(x) أو‎ £y) < f(x) مطردة إذا كان إما‎ ٤ تزايدية » أي أن‎ 
مطردة‎ t نقول إن‎ Lp في 1). إذا كان واحد من هذين الشرطين متحققاً بدون مساواة‎ 
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فعلية Strictly monotonic‏ . الدوال المألوفة المستخدمة في حساب التفاضل والتكامل 
]113 تكن مطردة Ulo‏ على الأقل مطردة على كل قطعة Piecewise monotonic‏ . بالتالي 
إذا كانت ”× = f(x)‏ فإنها تناقصية عندما 0 > x‏ وتزايدية عندما 0 < (x‏ إذا كانت 
f(x) = sin x‏ فإن f‏ تزايدية وقلاقص بالتناوب في الفترات T)‏ ,11-) » 
(TI, 311)‏ وهكذاء وإذا كانت f(x) = e*‏ فإن f‏ تزايدية في كل R‏ جميع هذه 
الدوال مستمرة. من جهة أخرى الدالة f‏ المعرفة ب f(x) = [x]‏ (أكبر عدد صحيح 
أقل أو يساوى ×) غير تناقصية وغير مستمرة عند كل عدد صيحيح × . 


تمرين YY)‏ 7( 
بين أن الدالة المطردة محدودة في كل فترة جزئية متراصة من نطاقها . 


تمرین (Y-YY)‏ 
بين أن الدالة المطردة تقترب لنباية محدودة من كل جهة عند كل نقطة داخلية من 
Agi‏ 


تممرين (Y-YY)‏ 
اثبت أن ily‏ متتالية متقاربة نقطيا من الدوال all‏ ,$5 تكون Ila‏ مطردة . 

يقال إن للدالة f‏ قفزة Jump‏ عند نقطة x‏ من نطاقها إذا كان لما نهايتان من 
جانبي x‏ لكنها غير مستمرة عند ×. من تمرين (Y- YY)‏ نستطيع أن نقول إن bu‏ 
عدم الاستمرار لدالة مطردة هي عبارة عن قفزات فقط. أبسط الدوال المطردة التي 
بالإمكان تخيلها هي تلك التي ها عدد محدود من القفزات. لكن بالإمكان أن يكون 
ها تركيب أعقد من ذلك . مثلاء إذا كانت "-2 = f(x)‏ في الفتره [U(n + 1), Vn]‏ فإن 
f‏ غير تناقصية ذات قفزات لا bly alam‏ عند الصفر. 

يوجد عدد لانهائي قابل للعد على الأكثر من القفزات للدالة المطردة OS‏ 
الفترات من f(x—)‏ إلى fat)‏ إذا لم تكن خالية فإنها مجموعة من الفترات المنفصلة في 
Ri‏ (منفصلة f OY‏ مطردة) وتلك المجموعة قابلة للعد (ارجع بند 0( . على كل حال 
سوف نثبت أن المجموعة التي تحتوى على قفزات دالة مطردة من الممكن أن تكون أي 
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مجموعة قابلة للعد على الإطلاق حتى بالإمكان أن تكون كثيفة » كجميع النقاط 
القياسية في mota Ui‏ للك dans Ae rat (x)‏ قابلةالتحدى ,و اعداذا tasa‏ 
چت ھچک اتعرقت الدوال f,‏ بوضع 0- f)‏ لكل x «x,‏ و f) = ja‏ 
لكل ,× < ×. بطبيعة الحال لن تكون الأعداد x,‏ مرتبة بشكل تزايدي . السلسلة 
(fn)‏ متقاربة بانتظام (راجع اختبار فيرشتراس بند E jn $1509] > ja OY )١5‏ 
متقاربة. إذا كانت Xo‏ أي n‏ فهي نقطة استمرار لجميع الدوال f;‏ فهي نقطة 
استمرار للدالة ۴ (بند .)١5‏ من جهة أخرى إذا كانت x,‏ إحدى النقاط OP x,‏ 
دالة واحدة فقط fm‏ غير مستمرة عند Xm‏ لذا م يون مته 
عند م*. بالتالي f‏ غير مستمرة عند x‏ لأنها مجموع دالتين إحدا هما مستمرة 
والأخرى غير مستمرة هناك . في الواقع ‏ ها قفزة بمقدار jm‏ عند Xm‏ من المعقول 
أن نسمي مثل هذه الدالة؛ دالة ذات قفزة صريحة أو فعلية Pure jump‏ . بشكل عام 
f qaad‏ ذال دات فف اس A‏ إذا crat‏ بطر AEE‏ من الل أن يكون 
ها قفزتان واحدة من الجهة اليمنى والأخرى من الجهة اليسرى بحيث 
f(x)‏ غد f(x)‏ عد f(x)‏ . إذا انشأنا دالة ذات قفزة صريحة بحيث قفزاتها من 
الجهة اليمنى والجهة اليسرى هي تلك التي لدالة معطاة ع غير تناقصية fop‏ - ع 
تة Lauf‏ غین عاقسية dg‏ سشيرة. 

ربا يبدو من البديهى أن الدالة ذات القفزة الصريحة LY‏ وأن يكون تفاضلها 
Eal‏ صفراً فيا عدا Im‏ هذا التخمين قريب من الصحة : تفاضل دالة 
S RO‏ عة a‏ العقر قا عذا صد عة قاسها صقرا لك هذه 
اللجموعة ربا تحتوى على نقاط أكثر من القفزات“. عن طريق مناقشة بعض 
الحالات الخاصة نستطيع أن نحصل على فكرة أفضل لما يمكن أن يحدث . لتكن ؟ 
دالة من ذلك النوع فاا بمقدار ^27 ae‏ النقاط ... ,1,2 g $2 43 ",n2‏ دات 
قفزة صرحة وقفزاتها بمقدار ^37 عند النقاط "2 و 0 = g(0)‏ = (1)0. فإن 
f‏ وع مستمرتان (من اليمين) عند الصفر. على كل حال من السهل أن نثبت أن 
d . &&(0) = 0 uus f, (0) = + o‏ الخحقيقةإذا كانت 5<0 تحخضل 
على js. (f(0-h)-f(0)h = f(h/h‏ كانت oB 3"'«h«3"‏ 
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oO 
بطريقة مشامبة:؛ إذا‎ .f(h)h < 3*2^ 5 e لذا‎ f(h)- 5, 2*-27 


o6 k= mı + 1 
è ع "453-*3 ,2 مع‎ i| aso 7*87" كانت‎ 


k + | 
. g(hy/h > 2"/3" ج‎ 0 KJ 


تمرين (£-YY)‏ 
أنشىء دالة مطردة ذات قفزة صريحة بحيث يكون 0 نقطة نهاية لقفزاتها ويكون (0)/) 
موجبا ومحدودا . 

يبدو أنه لاتوجد طريقة أبسط بشكل رئيسي لإثبات أن للدالة ذات قفزة صريحة 
تفاضلا مساويا للصفر في كل مكان تقريبا فيا عدا اللجوء إلى النظرية العامة (التى 
سنثبتها !93( والتي تنص على أن لكل je 53 as 4 Jl»‏ حدودا d‏ كل مكان 
تقريباً. 

إن الشىء الدع ا TR RON UNTERE TR‏ ليست a‏ 
وتفاضلها يساوى صفرا تقريباً في كل مكان . الدالة التي تتمتع odp‏ الخاصية تسمى 
دوالا شاذة مطردة Singular monotonic‏ . سوف ننشيء دالة من هذا النوع بشىء من 
التفصيل لأنه بالإمكان استخدامها في تطبيقات متعددة. من الممكن Laf‏ الحصول 
على دالة مشاءبة غير ثابتة في أي فترة لكن بناء مثل هذه الدالة بطبيعة الحال سيكون 
أكقر تعقيداً ولذا سرف aai‏ | سرف تعقمك فى تاتا هذه الدالة عل جموعة 
كانتور المذكورة في البند ٦ء‏ هذه الدالة ثابتة في كل فترة متممة oid‏ المجموعة ولذا 
فتفاضلها سيكون بالتأكيد مساوياً للصفر فيا عدا ربا عند blä‏ مجموعة كانتور» والتق 
فياسها ضفر. إذا كانت أي نقطة في الفترة [1 ,0] نكتب ... دهية, . 0 = X‏ ف 
النظام الثلاثي لدا كل a,‏ إما 0 أو 1 أو 2 . أطراف الفترات المتممة لمجموعة كانتور 
هي الأعداد التي تمثيلها الثلاثي منته بحيث يمكن كتابتها بدون استخدام 1« على 
سبيل المثال ... 0.022 = ... 0.100 = 15 , ... 0.200 = 25. إذا نصفنا جميع الأعداد في 
ذلك التمثيل وفسرنا النتيجة على Vel‏ عدد مكتوب في النظام الثنائي نحصل على 
الأعداد المتساوية ... 0.0111 و ... 0.100 )3( النظام الثنائي) . 

هذا ينطبق على زوج من طرفي فترة متممة . لنعرف fais‏ بكتابة جميع النقاط 
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× اللمجموعة كانتورفي النظام الثلاثي بحيث لانستخدم 1 
وبتنصيف جميع الأعداد تم بوضع f(x)‏ تساوى العدد الناتج مفسرا حسب النظام 
الثناتى.. بهذا نون عرفا على مجموعة كانتو ر وقد راينا أنفاً أن للدالة ٤‏ نفس القيمة 
عند طرفي كل فترة متممة. نستطيع أن نوسع ad f‏ النقاط في ]0,1[ بواسطة 
إعطائها في كل فترة متممة نفس القيمة التى لها في طرفي هذه الفترة. الآن لابد أن 
نقيت أن 2 مطردة ومستمرة ومن المناسب Lal‏ دراسة تفاضلات 1 عند نقاط مجموعة 
3,4905 

إذا كانت x‏ ولا نقطتين من مجموعة كانتور ليست بأطراف فترة وكانت 
y‏ > ×فإن التمثيل الثلاثي للعددين X‏ ولا هو 


له اجوقوة ... بقيقرة X = 0 ٠‏ € ربوامة ... بقيقرة y = 0 ٠‏ 


n‏ +مة > + ما . التمثيل الثنائى ل f(x)‏ و f(y)‏ متطابق إلى الخانة النونية بينما 
n + 1 GL‏ ل ems P. f(v)‏ الخانة 1 + n‏ للعدد f(x)‏ . هذا يعنى أن 
.í(y) < f(x)‏ لذا غير تناقصية . | 

با أن f‏ مستمرة في الفترات التى تكون فيها ثابتة لذا يلزمنا أن نعتير 
استمراريتها عند نقاط مجموعة كانتور فقط . لتكن x‏ إحدى هذه النقاط . أي جوار ل 
x‏ يحتوى على كل النقاط لا من مجموعة كانتور التي تبعد عن x‏ با لايزيد عن "3 
أى acil‏ محتوئ عل جميع النقاط التي cabe‏ عن x‏ بالأعداد A‏ تمثيلها PS‏ يبدأ 
n2‏ من الأصفار على الأقل. التمثيل الثنائى ل f(y)‏ إذن cale‏ عن مثيله ل f(x)‏ 
يعلد عل الثنائى يبدا ب m‏ من الأصقار عل الائلء لذا ز16 تيعد عن 9 با 
لايزيد عن 2. با أن قيمة f(y)‏ لأى نقطة y‏ ليست من ضصمن مجموعة كانور لكا 
في نفس الحوار ل × تساوى قيمة ٤‏ عند أي من طرفي الفترة المتممة الحاوية على لا 
لدا fols‏ :مسعمرة عند OX‏ 

بالتاللى نکون قد أثبتنا أن f‏ مستمرة ومطردة وغير ثابتة وشاذة. الآن نبحث في 
قابلية f‏ للتفاضل عند نقاط مجموعة كانتور. عند الطرف الأيسر لفترة متممة. 
الفاضل من البعين. e‏ وبازى صقرا بطريقة اة 730 عند ER‏ 
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الأيمن × . cx‏ أولاً المشتقات عند أطراف الفترات المتممة» على وجة التحديد 
عند الطرف ajaz... an 000 ... EO‏ . 0= × . إذا كانت h‏ بين "3و 933771 


ob IJ 277-7! ,279 ين‎ ju A © بعد عن‎ f(x-- h) ob m»n 
2-m-1 =m 


h> 0 Lass I و چ‎ gaa لابد وأن تقع بين‎ [f + h) - f(x)j/ 
هذا الكسر يو ول إلى © + . أي أنه عند الطرف الأيمن لانحصل‎ (m — oe (وبذلك‎ 
د 286 و‎ 9 iU و 80-0 . طقة‎ f(xX)-249 عل‎ 
عند الطرف الأيسر.‎ 4,)*( > 0 

عند نقاط النباية التى ليست أطرافاً من الممكن إثبات أن » + = م فا Lh.‏ 
تأخذ أي قيمة بين صفر و« + . 

كتطبيق هذه الدالة الشاذة نستطيع أن ننشيء المثال الذى ورد ذكره في (بند (Y‏ 
لدالتين ها نفس التفاضلات (غبر محدودة عند بعض النقاط) في فترة ما لكن 
لايختلفان بثابت . نحتاج بجانب الدالة الشاذة التي انشأناها Ul‏ دالة أخرى ۾ تكون 
مستمرة وغير تناقصية وها تفاضل محدود عند كل xam‏ لاتنتمي لمجموعة كانتورء 
وتفاضل يساوى « + عند كل نقطة من هذه المجموعة . عندما نحصل على مثل هذه 
الدالة ع نستطيع أن نضع h(x) = fx) + g(x)‏ وبالتالي * + = h'(x) = g'(x)‏ عند 
كل نقاط مجموعة كانتور (وذلك Od‏ جميع مشتقات : غير سالبة). كذلك 
h'() = g'(x)‏ عند كل النقاط التي لاتنتمي إلى هذه المجموعة لأن 0 = f(x)‏ 
عند مقل قلك bli‏ . عل (JS‏ حال ۾ OUS hy‏ بمقدار يساوئ f‏ وعدا ليس 
بثابت . 

الآن نبين C gato LAS‏ لسر الفترات (a, b.) &eazll‏ الجميعة كانور 
بترتيب تناقصی بالنسبة لأطواها (ترتيب الفترات المحدودة العدد ذات الطول نفسه 
لا أهمية له هنا). كما في شكل (4). 

لتكن (n)‏ دالة مستمرة غير تناقصية لما المنحنى اللمبين أعلاه: 0 - (x)‏ 
لكل مه > ×» 1= )6,0 لكل die) . ©, + (an) 20, (bn) = + 9 «x b,‏ سييل 


المثال) 
an) (bn — x) ^))‏ — ع)) ا ($,(x) = (2/x)tan‏ 
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شكل (4) 


الآن نلاحظ أن أطوال الفترات (an ba)‏ تساوى مضاعفات صحيحة سالبة 
للعدد 3 . لتكن "(7) = h,‏ عندما يكون طول (a, b)‏ يساوى "3 وعرف 
h.e, (x)‏ 2 = «)ع أي أن go)‏ تساوى مجموع الأعداد رط على جميع (an b.)‏ 
T‏ بالإضافة إلى hx)‏ إذا كانت × تنتمى إلى (aks b.)‏ . الآن توجد 
277 من الفترات (a, b.)‏ طول كل منہا "437 Q9"‏ = مط في كل منہا لذا Zh,‏ 
متقاربة. وبالتالي فالسلسلة التي تعرف ع متقاربة بانتظام ولذا ع مستمرة. كذلك 
نلاحظ أنها غير تناقصية. لتكن x‏ نقطة من مجموعة كانتور تختلف عن به ودع 
0< ة . الكسر Dx)‏ -)8 + ع)رة)رط!-8- (gx + ò) — g(x))‏ 67 = ^ اکر من 
h,‏ إذا كانت الفترة )8 + (x, x‏ تحتوى على فترة متممة (aks b)‏ . من السهل 
أن نرى أن (8 + Go x‏ دائما تحتوى على فترة متممه طوها 8/9 < "3 . لذا 
A < )6("/6 < ws 3")25(" — o‏ وبالتالي f£(x)--9*‏ . إذا كانت x‏ 
تساوى Ob a,‏ » + = (*)/ع . بطريقة مشامبة ©* + = g(x)‏ عند كل x‏ في مجموعة 
كانتور. آی أن ٭ + = g'a)‏ عند كل × في تلك الممجموعة. 

OVI‏ نرجع إلى الإثبات الصعب leg‏ ما للحقيقة التالية للدالة المطردة تفاضلا 
محدوداً في كل مكان PL as‏ . بإمكان القارىء أن يقفز إلى (بند (Y Y‏ إذا كان (e^‏ 
Vol‏ برؤ ية بعض التطبيقات لهذه النظرية. الإثبات يعتمد على نتيجة تعزي إلى ريز 
2 وتعرف بنتيجة «الماء المتدفق» أو «الشمس الشارقة» . إذا كانت g‏ دالة مستمرة 
من فترة 1 إلى Ri‏ وإذا كان منحنى ع هو مقطع لمجرى نهر و2 مجموعة النقاط حيث 
يجري الماء فإن من البديبي أن تتكون E‏ من فترات مفتوحة بحيث ع تأخذ قي 
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متساوية عند أطرافها وإذا كان المنحنى هو ظل جبل وكانت الشمس تشرق فى اتجاه 
الإحداثي السيني الموجب وإذا كانت E‏ هي مجموعة النقاط التي في الظل فمرة أخرى 
من البديبي أن E‏ تتكون من فترات مفتوحة بحيث ع تأخذ (GS‏ متساوية عند أطرافها 
(في كلت الحالتين ربا توجد فترة متميزة في الطرف الأيسر كا في الشكل .))٠١(‏ 


LI 
s €" m AR Ro o. T * 
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فيهايلي النص التجريدي للنتيجة : لتكن Jis g‏ مستمرة في فترة 1 فيها عدا بعض 
القفزات ولتكن G‏ معرفة G(x) = max (g(x—). g(x), g(x--)) AS‏ المجموعة E‏ من 
النقاط x‏ بحيث توجد x > y‏ و gly) < G(x)‏ تكون مجموعة مفتوحة وإذا كان (a, b)‏ 
أي فترة من الفترات التى تتكون منہا E‏ فإن G(b)‏ > (+4)ع . 

ld‏ کا اسار ا فنا EP‏ کن ایس x ai‏ سيك سد 
x » y‏ و ()6 < gly)‏ فإنه بطريقة مشامة» إذا كانت E'‏ اتحاد الفترات المفتوحة 
(a', b")‏ فإننا نحصل على (-'8)0 < G(a')‏ . 

مقت ارلا أن 18 شش وعة.. لگن 8 مه فاته تة ات و ية 
g0) < GG)‏ . يلزمنا أن نثبت أن هذه الخاصية تتحقق لجميع × بالقرب من xo‏ 
إذا تحركت x‏ بمقدار ضئيل إلى اليسار من × OP‏ 800 يكون قريباً من (-)8 
وإذا تحركت بمقدار ضئيل إلى اليمين OB‏ )8 يكون قريباً من (+*)8: في كلتي 
الحالتين 66 لاتزيد عن Gu)‏ إلا بمقدار ضئيل فقط. بها أن e(y) < G(x)‏ 
نحصل اشا على Y G(x) Ub g(y) < G(x)‏ تزيد عن Yi G(x)‏ بمقدار ضئيل 
وهذه هي الحالة إذا كانت × قريبة من × . 
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لإثبات الجزء الثاني من النتيجة ليكن (a, b)‏ إحدى الفترات التي تتكون منها 
E‏ بحيث ٠‏ لاتنتمی إلى 8 . لتكن ا > × > a‏ فإنه يكفي أن نثبث أن g(x) > G(b)‏ 
ومن ثم دع «p × € Eolo . at‏ توجد نقاط y < x‏ بحيث g(y) < G(x)‏ ولذا 
G(y) < glx)‏ . الآن نبين أن b‏ من تلك النقاط إذا لم تكن هذه هي الحالة 
فإن G(b) > ga)‏ . لمكن < أضغر خد gle‏ للنقاط z‏ في [k b]‏ بحيث 
g(x)‏ < (6)2 . (يوجد مثل تلك النقاط على سبيل المثال x‏ ونحن نحاول أن نثبت 
أن م >-,2). إذا كانت ط* ,< فإن ,2 تنتمي إلى E‏ وبالتالي توجد 
z‏ < وبحيث alU gly) > Ge)‏ لتعريف ‏ لذا طا y>‏ ولكن بها أن b‏ 
لاتلنتمي إلى gly) > G(b) oP E‏ . بالتالي إذا كانت OP G(b) > g(x)‏ 
g(x) > G(z)) > gly) > G(b) < g(x)‏ وهذا غير ممكن . 

سوف نستنتج قابلية التفاضل لدالة غير تناقصية من نتيجتين لنظرية ريز. 
سنصل eel‏ عن طريق إثبات أولاً أن نظريتنا ستتحقق إذا أثبتنا أن f(x) > + ١‏ 
ol,‏ )£6 « 26 ق كل مكان La yas‏ الفسيظ RS ga E‏ قى OÍ‏ محف ال : 
(a, b)‏ عند الصفر. OYI‏ نستطيع أن نعكس منحنى ؛ حول نقطة الأصل لنحصل 
على منحنى الدالة fo‏ التي قيمتها عند x‏ تساوى —f(—x)‏ . هذه الدالة غير تناقصية 
ايها Laus‏ المقل مع Osee!‏ عفد (eges x‏ قاض f£‏ البقل عو السار عند 
حرق ا 00( ۰ 


f(x + h) fix) | -f(-x — h) - (71(73)) 
h h 


5 wd an d me. 
—h 

إذا كان )9( f.‏ « £09 يتسقق ف كل مكان تقريباً لكل ١‏ غر imu «b Lua:‏ 
all‏ إذا استبدلنا؟ ب و× ب *- . أي أن f(x) > 1 (x)‏ لجميع قيم X‏ تقريباً ولذا 
P) S L0) > £6) > 6,6) > 9‏ لجميع قيم Ago us‏ 

إذا كان © > )6 لجميع قيم x‏ تقريباً فالمتراجحة السابقة تبين أن كل 
التفاضلات الأربعة متساوية ومحدودة لجميع قيم × تقريباًء أي أنه يوجد تفاضل 
محدود لجميع فيم × تقريبا. 


Lr‏ المدخل إلى الدوال الحقيقة 


art‏ تحطيع أن Ae IB os pO Jeu‏ نقبت ol‏ قياسن 
المجموعة حيث f (x) > : > R € f(x)‏ يساوى .R s rS» Pr‏ لأنه 
إذا f(x) > f£ (x)‏ فإنه يوجد عددان قياسيان + و1 بحيث (x) &r€R «f'(x)‏ ع 
با أنه يوجد عدد قابل للعد فقط من الأزواج من RR‏ التياسية فإن gendi‏ سيت 
f*(x) > f. (x)‏ محتواة Neg à‏ عدد قابل للعد من المجموعات التي قياسها فا ولذا 
فقياسها يساوى صفرا . 

فيا يلي نص النتيجتين لنظرية ريز والتى يعتمد ele‏ الإثبات 

fS )١‏ غير تناقصية في la, b]‏ و iscat Er‏ نقاط استمرار؟ و 
f(x) < R‏ فإنه بالإأمكان تغطية Eg‏ بمجموعة قابلة للعد من الفترات (ay, bx)‏ 
مجموع أطواها E (b, - a)‏ يساوى على الأكثر: 


R^! Y [f(b,+) — f(ax+)] > [f(b—) = f(a+)J/R 


f(x) <r gf استمرار‎ bla ,]و ,8 مجموعة‎ b] لتكن : غير تناقصية في‎ (Y 


2, [f(b.—) — f(a, +([> r 2, (b. — a) < r(b — a) 


سوف نؤجل إثبات هاتين النتيجتين حتى i‏ كيف nad‏ النظرية عله FT‏ 

أولا نلاحظ أن )١(‏ تؤدى إلى أن » + > a‏ في كل مكان تقريباً. p‏ إذا 
كان 9 + = fa)‏ في E‏ فإن الافتراض في (Y)‏ يلطبق لكل R‏ موجب ولذا تكون E‏ 
مغطاه بفترات (ar b)‏ مجموع ubl‏ يساوى على الأكثر 8/[(+1)8 — [f(b—)‏ لكل 
cel .‏ أن E‏ مغطاة بفترات:ذات طول صغير احتیاری لذا قیاسها يساوئ ضفرا . 

بعد ذلك لنعتير المجموعة fu E‏ مستمرة و cf (x) &r«R«f'(x)‏ 
ولذا كلا الافتراضين في (Y)‏ و (Y)‏ متحققان باستخدام (V)‏ لكل من الفترات 
(ai bx)‏ في (Y)‏ نجد أن الجزء من E‏ في (as b)‏ مغطى بفترات مجموع أطواها 
Li Aoi)‏ مشا يساوى (f(b.—) —f(a, -))/R‏ على 5-353 — هله 
المتراجحات لجميع bi)‏ ) وبتطبيق (c)‏ نجد أن : 


Y v الدوال‎ 


2, Ly < (UR) È (f(b, =) — ((جية)ة‎ < (r/R)(b — a) 


نفس النقاش السابق ينطبق على أي فترة جزئية من (a, b)‏ أي أن الجزء من E‏ 
في أي فترة (pq)‏ يكون مغطى olii‏ مجموع أطواهها يساوى على الأكثر 
(/R)(q - p)‏ . الآن لتكن E‏ مغطاه (بأى طريقة) بفترات جزئية (pu qu)‏ (سواء 
أكانت متداخلة أم لم تكن). بالإمكان تغطية الجزء من E‏ في (,و (pe‏ بفترات غير 
متداخلة مجموع (r/RY(q, - pi) blabi‏ على الأكثر ولذا من الممكن تغطية E‏ بفترات 
مجموع (/R) 8 (qk — py) ubi‏ على ES‏ وجود مثل هذا الغطاء يؤدى إلى أن قياس 
E‏ يساوى صقرا (قرين 1-11). 

الآن نرجع إلى إثبات )١(‏ و(7). 

1 إذا كانت y>x doy al xeEr‏ بحيث 
(fy) - fG))/(y - x) < R‏ أي أن fly) - Ry» f(x) - Rx‏ . طبق نظرية ريز على الدالة 
وحيث .g(x) = f(x) - Rx‏ بها أن f‏ مستمرة عند x‏ فكذلك g‏ و G(x) = g(x)‏ . 
لذا نستنتج أن Eg‏ مغطاة بمجموعة قابلة للعد من الفترات (ay, by)‏ 
e GO) > gat) c‏ أي أن Rb, = f(aj*) -Ray‏ - (خيط)ة I,‏ 
f(a) = R(b, - a)‏ - (خيط)؛ بجمع هذه المتراجحات لقيم k‏ المختلفة وباستعمال 
الحقيقة أن ۲ غير تناقصية نحصل على : 


R È (b, — a) > X (f(b, +) — f(a,4-)) 


(Y‏ إذا كانت á y<x JS al XeE,‏ بجيث 

د > (Ky) - (Hy, x)‏ أي أن ووك K(y) - f(x) 2 (y 7 X)r :(y € x «V‏ 
أو ry < f() - mx‏ - (1)9 يمكن تطبيق نظرية ريز بعد عكس المتراجحة السابقة على 
الدالة ع المعرفه ب g(x) = f(x) - rx‏ , لنجد أن E,‏ مغطاة بمجموعة من الفترات 
(a, by)‏ بحيث foll .g(b.—) > Gla)‏ غير تناقصية فوجود مثل هذا الغطاء 
يقتضي ان rb, > f(a,+) — ra,‏ — (حيط)4 أي أن f(a,+) > r(b, — a)‏ - (حية)؛ 


(9 d ge عل‎ aane o ill المع عل جيم‎ 


۱۳۸ الملدخل إلى الدوال الحقيقة 


OVI‏ نعطي بعض التطبيقات الشيقه لنظرية تفاضل الدوال المطردة والتي 
تساعد على تبر ير الجهد الذى Ji‏ لإثبات هذه النظرية. 
(f)‏ تفاضل سلسلة من الدوال المطردة (نظرية فوبينى (C? Fubini‏ . 

لتكن ...+5 f;‏ سلسلة من الدوال 7 التناقصية المتقاربة Lgs‏ 


de ea [a,b] ف‎ x [43 Laus acsi . S ,ة] ومجموعها‎ b] في 73 8 ما‎ 


f(x) + f(x) + ... = S'(x) 
هذا عقال واحد لنظرية عن الأسهل 31 تدب هرها بدلالة سليلة يدل من‎ 
. متتاليات‎ 


إذا اسثنينا مجموعة قياسها صفر فإنه لجميع الدوال f,‏ تفاضلات غير سالبة 
وكذلك للدالة 5 لأنها أيضا غير تناقصية. حدود السلسلة ... + )6 + fx)‏ غير 
سالبة ولذا فمجاميعها الجزئية («):5 تكون متتالية غير تناقصية JS)‏ *). لذا فهى 
متقاربة إذا كانت مجاميعها الحزئية محدودة. لكن : ۰ 


S(x +h) - S(x) _ fı(x + رط‎ = fix) 
س‎ : 


y f(x h)- f), (x +h) = fx) 
h h 
حيث) كان الطرف‎ 5')8( < SG) غير تناقصية . دع 0 + 1 لنستنتح أن‎ f, وذلك لأن‎ 
x الأيسر محدودء أي في كل مكان تقريباً. لذا فسلسلة التفاضلات متقاربة لكل‎ 
. فقط أن نتأكد من أنها $ ول إلى المجموع الصحيح‎ Ule ويبقى‎ 
لكي نتعرف على مجموع سلسلة التفاضلات› اا فين أت توجد متتالية جزئية‎ 
في كل مكان تقريباً. نلاحظ أن‎ S'G) من مجاميعها الجزئية تتقارب إلى‎ 
n توجد متتالية جزئية من الأعداد الصحيحة‎ ol, لذا لابد‎ » S(b) - 5,)(( — 0 
التي تجعل الفرق أقل من ا ومن‎ n تكون متقاربة (نختار‎ E (S(b) - 5,)0(( بحيث‎ 
n ثم نختارها أكبر من العدد السابق بحيث تجعل الفرق أقل من ¿ 114 وهكذا) . لقيم‎ 
S(x) - S9) لأن‎ SQ) - S(x) > S(b) - Sb) في هذه المتتالية الحزئية نحصل على‎ 
> S[(x) - S60] ولذا يعرف دالة غير تناقصية. بالتالي‎ S(x) هو ذيل السلسلة‎ 


الدوال ۳۹ 


(مجموعة لنفس قيم n‏ السابقة) تكون سلسلة متقاربة من الدوال غير التناقصية . كم 
al Ld‏ فان E ]5')*( - S G9] cya La! ALL,‏ متقاربة في كل مكان ريا 
ولذلك فحدها العام يقترب من الصفر في كل مكان تقريبا. أي أننا قد وجدنا متتالية 
جزئية من المجاميع الحزئية (*),5 بحيث S09 + S'6)‏ في كل مكان تقريباً. بها أن 
المتتالية بكاملها من المجاميع الحزئية متقاربة في كل مكان تقريباً فلابد أن تكون متقاربة 
إلى هاية المتتالية الجزئية » أي إلى SG)‏ 
(ب) كثافة المحموعات 

لتكن E‏ مجموعة في Ri‏ نقول إن النقطة x‏ (سواء أكانت في E‏ آم لم تكن) 
هي نقطة تكثف Density‏ للمجموعة E‏ إذا كانت الحوارات الصغيرة بقدر كاف ل x‏ 
تحتوی «بشكل كبير» على نقاط من E‏ . ليس من السهل صياغة هذا التعريف بشكل 
دقيق . أولا لنعط E‏ بعدد قابل للعد من الفترات المفتوحة . بالإمكان عمل هذا بعدة 
طرق: نأخذ أكبر حد سفلي لمجموع أطوال هذه الأغطية على أساس أنه قياس لحجم 
E‏ ونسميه القياس الخارجي Outermeasure‏ ل E‏ ونرمز له ب (E)‏ . إذا كانت 1 فترة 
ob‏ (1)س يمشل طولهاالمعتاد. إذا كانت E;‏ و E,‏ مجموعتين تقعان في فترتين 
منفصلتين فإن (EU Ej) = u(Ei) + uE)‏ . الآن دع N‏ ترمز لحوار للنقطة x‏ 
Jya‏ إن alas x‏ تكثف ل E‏ إذا كان 1 — u(E N N'u(N)‏ عندما 0 — u(N)‏ « أى 
بمعنى إذا كان القياس الخارجي للجزء من E‏ الواقع في جوار صغير ل x‏ يساوى 
تقريبا طول هذا الجوار. هناك تعريف مشابه لهذا بالنسبة لمجموعات في „Ra‏ 

سوف نثبت الأن أن جميع نقاط E‏ تقريباً هي نقاط تكثف ل 8 . بشكل عام 
هذا يعني كل فترة تقريباً (قارن ذلك مع تمرين .)١-١١‏ نفس النظرية تتحقق Lal‏ 
Rad‏ 

لشترض أن قياس 8 اليس يصفروإلا كانت النظرية حالية المحبوى. 
بالإمكان الافتراض Lal‏ أن E‏ محدودة وبالتالي تقع في فترة ما متراصة 1. عرف 
الدالةخ بوضع A(x)‏ تساوى القياس الخارجي للجزء من E‏ الواقع يسار x‏ إذا كانت 
۸ غير تناقصية فنثبت أن 1 = a)‏ تقريبا لكل فيم x‏ في 8 . 

لتكن f‏ ذالة مشابة ل ۸ نحصل عليها باستعيال غطاء ثابٹ EJ‏ بعدد قابل 


EL‏ الدحل إلى الدوال الحقيقة 


للعد من الفترات. أي أن f(x)‏ تساوى الطول الكلى لفترات هذا الغطاء الواقعة 
عل x Jy ous‏ الان 1= REB EE P (xe E Laite fü)‏ صغيرة 
بقدر كاف x + h op‏ تقع في إحدى الفترات المفتوحة المغطية ل cx‏ ولذا 
Au . f(x + h) - f(x) = h‏ متتالية من الأغطية ل ۴ مجموع أطوالها مس تقترب 
من UE)‏ بسرعة كافية بحيث E (m - u(E))‏ تكون متقاربة. لتكن f,‏ الدالة ؟ 
المرتبطة بالغطاء النوني. لذا f(x) > A‏ و fi) - AX) > u, - M(E)‏ بالإإضافة إلى 
ذلك فإن ۸ f,—‏ دالة غير تناقصية. الآن [(×)۸ - X[f(x)‏ متقاربة وبواسطة نظرية 
فوبيني سلسلة التفاضلات ]09 [f(x) - À‏ < متقاربة في كل مكان . لذا فحدود هذه 
السلسلة تقترب من الصفر في كل مكان تقريباً. بم أن 1 = RO‏ في كل مكان تقريبا 
في 5 فلابد أن تكون 1 = (x)‏ في كل مكان تقريباً في 8 . 
(m)‏ قياس المحل The Measure of Locus SRI‏ 

کن Rega F‏ متراسة lj Rid‏ كانت + لاتنتمى إلى ۴ فإنه توجد مسافة 
موجبة من × إلى ۴ وهذه المسافة تحصل من × إلى نقطة ما فی F‏ (تمرين /-4). لتأخذ 
المجموعة E,‏ من النقاط التي على مسافة r‏ من F‏ حيث 0 OB cro‏ قياس E,‏ صفرء 
لأنه إذا لم يكن كذلك فإنها (أي (E,‏ تحتوى على نقطة تكثف» لتكن y‏ تلك النقطة 
ولتكن × نقطة في ۴ على مسافة r‏ من ا. latl‏ × للنقطة x‏ الذى نصف قطره r‏ 
لايمكن أن يحتوى على أي نقطة من OY E,‏ جميع نقاط N‏ تقع على مسافة أقل من r‏ 
من النقطة ا. oY‏ أي جوار1 y da aJ‏ نصفه فى × ولذا IN (E)‏ يحتوى على فترة 
طولها على الآقل نصف طول 1. وجود مثل هذه الفترات يناقض افتراض أن y‏ 
نقطة تكثف للمجموعة ,8 . 


(Convex Functions) à o! الدوال‎ - YY 
عادة تسمى الدالة محدبة‎ Ri إلى‎ Ri نقتصر في هذا النقاش على الدوال من فترة في‎ 
إذا كان الجزء من منحناها في كل فتره يقع على أو أسفل وترها. سوف نثبت الحقيقة‎ 
الملفتة للنظر وهي أن الدالة المستمرة تكون محدبة إذا افترضنا فقط أن نقطة المنتتصف‎ 
في الحقيقة بالإمكان الاستغناء عن شرط‎ . ٤ لكل وتر تقع على أو فوق منحنى‎ 


EA الدوال‎ 


الاستمرارية بافتراض أن الدالة محدودة في فترة ما صغيره”""؟2. لذا إذا كان لدالة غير 
مستمرة الخاصية السابقة (المتعلقة بوضع النقطة الوسطى) فإن منحناها لابد وأن يأخد 
شكل عشوائي . لدوال الخطية غير المستمرة المذكورة في بند ٠١‏ تعطينا مثالا لذلك 
النوع من الدوال. 
من الممكن صياغة الجملة الهندسية المتعلقة بالوتر تحليليا كايلٍ : 

إذا ذكرناان منتصف أي وتر يقع على أو فوق المنحنى فهذا يعنى أن 
f e 3 a‏ لكل x‏ و« في النطاقء وإذا قلنا إن كل jl‏ يقنع Je‏ أو 
فوق المنحنى فهذا يعنى أن f(qx + qy) > qif(x) + qf(y)‏ طالما 1 = qi +q‏ و 
0 < ين ,0 < رو . سوف das‏ عندما $5 fO,‏ مستمرة فإن المتراجحة الأول 
(لكل x‏ و (y‏ تقتضى الثانية . 

من TU‏ أن نكتب المتراجحة الأولى بصيغة Lai iie‏ ما. ضع 
.A,A,f(x) > f(x +h + k) - f(x Fh) - f(x + k) - f(x) ol I A,f(x) = f(x + h) — f(x)‏ 
A‏ ذلك A Anf(x) = Agf(x) = f(x + 2h) — 2f(x + h) + f(x) LL SS‏ ولذا OU‏ 
المتراجحة المتعلقة بالنقطة الوسطى تعني أن 0 < Ajf(x)‏ عندما تكون ×و x-*2h‏ في 
نطاق الدالة . h bay‏ ربا تكون موجبة أو سالبة). 

بالأمكان صياغة المتراجحة الثانية كالتالي: - 


A,f(x) | Asf(x) 
"4 ° p 


طعع > 0 , 


(*) 


وذلك بأخذ qx + qy‏ = 2(× < ر) و × xy h= y-‏ - 2 - ع . هذا يعنى أنه إذا ثبتنا 
النقطة اليسرى من الوتر OP‏ ميله يكون دالة تزايدية بدلالة طوله . لإثبات أن الدالة 
المشتمرة التي تحقق التعريف الأول للتحدب قق أيضا التعريف الآخرء يلزمنا أن 
عي (#) من 0 < ARE)‏ . لعمل ذلك“ fas‏ بالمتطابقة 
Ax) = Aunf(x + ih/n)‏ حيث n‏ أي عدد صحيح موجب. إذا أثرناعلى 
الحانبين بالمؤثر Ann Operator‏ نحصل (إذا كانت h + hn‏ + × لاتزال في نطاق 
الدالة) على 0 < (م/طز + م = Amåpf(x)‏ . 


1۲ الملدخل إلى الدوال الحقيقة 


أي أن 0 < ۸٤۸ + hn) - A, f(x)‏ أو بشكل h/n) < Asf(x) l‏ + كرد . lp‏ 
أن هذه المتراجحة صحيحة لكل قيم × بحيث أن جميع النقاط في الصيغة أعلاه 


من ضمن النطاق فإننا نس x diaz A la-‏ يكل قن > h/n, x * 2h/n,‏ دع 
ولذا نجد PA dod‏ لأى Ie‏ صحيح موجب Dm‏ 


A,f(x + mh/n) 2 A,f(x + (m — 1)h/n) 2 ... = A f(x + hin) = A,f(x) 
أعداد معطاة» نستطيع أن نجد متتاليات من‎ hg <+ ون‎ x الآن إذا كانت‎ 
: بعد ذلك دستخدم استمرارية ) لنستنتج‎ ,.mh/n — 0 حیٹ‎ m/n الأعداد القياسية‎ 
, A, f(x + mh/n) = A,f(x) من‎ A,f(x + 6) = A,f(x) 


لقد أثبتنا الآن أن Af)‏ يزداد بزيادة x‏ لكل ١‏ . على وجه الخصوص 
(n — D)h/n)‏ + عاارببة > ... Awgsf(x) > Ay4f(x + hin) s‏ 


لتكن m > n‏ > 0 . معدل أول m‏ من الحدود هذه السلسلة من المتر اجحات لايزيد 
عن معدل أول n‏ من حدودها. أي أن : 
(m — 1)h/n)‏ + عدار + ... + Aywgsf(x) + Appf(x + h/n)‏ 
m‏ 


5 Apysf(X) + ... + اه‎ + (x — l)h/n) 
n 


نختصر البسطين لنحصل على : 


f(x + mh/n) — f(x) _ f(x + h) - f(x) 
mo n — 


أي أنه إذا كانت 0 < h‏ فإن : 


f(x + mh/n) — f(x) ے‎ f(x + h) — f(x) 
= mhna h 


١7 الدوال‎ 


إذا كانت ط > ع > 0 فإننا نستطيع اختيار متتالين من الكسور القياسية m/n‏ بحيث 
gh‏ — م/م وبذلك تتحقق (#٭) . 

من (t)‏ وبدون افتراض أن f‏ مستمرة نستطيع أن نستنتج ليس فقط أن £ 
مستمرة عند كل نقطة داخلية في الفترات التى تكون فيها ؛ محدبة بل أيضا أن ها 
تفاضل محدود من الحهة اليمنى واخر محدود من الجهة اليسرى عند تلك النقاط» 
هذان التفاضلان غير تناقصيين . o‏ أن الدالة المطردة مستمرة فيها عدا عند عدد قابل 
للعد من القفزات فإن التفاضل من الجهة اليمنى للدالة المحدبة حسب (#) يكون 
مستمراً فيها عدا (les)‏ عند مجموعة قابلة للعد. هذا يعني على وجه الخصوص أن 
الدالة المحدبة تكون مستمرة أيضا. في الحقيقة. النقاط الوحيدة التي لانستطيع 
استنتاج استمرارية ۲ عندها هي تلك النقاط حيث التفاضل من الحهة اليمنى يختلف 
عن نظيره من الجهة اليسرى . عند مثل تلك النقاط الدالة مستمرة من كل جهة لذا 
op‏ ها على الأسوأ قفزة بسيطة. لكن عند القفزة البسيطة لايمكن أن يكون لما 
تفاضلان محدودان من كلا الحانبين . 

الآن نستنتج الجملة السابقة عن التفاضلات من (*#). نلاحظ أن (#) تعني 
أن 5ه تعرف» لكل cx‏ دالة تزايدية في 5 . عندما +0 — 8 هذه النسبة بالتالي 
تؤول إلى نهاية» حسب علمنا حتى «OI‏ قد تكون محدودة أو غير متحدودة , أي أن 
f(x)‏ موجود (سواء كان محدود أولم يكن) لكل نقطة x‏ داخلية في الفترة المعنية . إذا 
كانت h‏ سالبة نستنتج بطريقة مشابهة أن f(x)‏ موجود. 

ail bU‏ أنه إذا كانت h‏ موجبة فإن الكمية Afl)‏ تزايدية في x‏ لكل 
h‏ ثابتة وتزايدية في h‏ لكل x‏ ثابتة (كما يتضح هندسيا) . لنفرض أن ط > ع > 0 و 
عة فطق القن OE «9 E de pass gll‏ 
ثبت ط و دع 0 +ع لنستنتج أن + > f(x)‏ . بطريفة تة تسر هل 


مه -.< f£ (x)‏ . كذلك: فان : 


A  f(x-g)—fG) | 1 + f(x — &) ے وھ‎ AsfG) 
-£ -£ g E g 


١55‏ المدخل إلى الدوال الحقيقة 


: با أن‎ La . £ (x) > f, (x) lil 


Aw(x) | Avf(y) |... 
UE s< h و‎ y >x 


نستنتج أن f.‏ غير تناقصية وكذلك الحال بالنسبة للدالة £5 
نلاحظ أن خاصية التحدب ال ألوفة في حساب التفاضل والتكامل في الواقع 
كافية . لنفترض l'(X)‏ موجود وغير سالب عند كل Mam‏ من فترة ما. إذا لكل x‏ 
بداخل هذه الفترة ولكل h‏ موجبة وصغيرة نحصل (عن طريق تطبيق نظرية القيمة 
المتوسطة مرتين) على : 
f(x + 2h) — f(x + h) = hf' (x + cj), x+h <c, <x + 2‏ 
fx-h)—-f() ^ -hf(x-c) x<c<x+h‏ 
A?f(x) = h[f'(x + cj) — f'(x + c;)]‏ 


0 = (ى )"از = híc,‏ — 


Ji سب قرف‎ dus POS ٠تو فط تا‎ dil; quot ibo 
. الوسطى‎ 

سوف نعمم الآن الخاصية المعرفة للدوال المحدبة: ليس فقط إن كل وتر يقع 
على أو فوق المنحنى لكن لو وضعنا أوزان عشوائية موجبة على n‏ من النقاط في المنحنى 
فمركز ثقلها سوف يقع Lal‏ على أو فوق المنحنى . الحملة الأخيرة تعني جبر يا أنه إذا 
[ = پچ ۴ ... + ين + gi‏ فإن 


* f(qu + يلاين‎ + ... + quXQ) S 01)1( + qof(xi) + ... + quf(x,) 


عندما 2 = n‏ فهذا يعني أن المنحنى يقع تحت الوتر. (المقارنة ۾ بالخاصية السابقة LY‏ 
سن كتابة Xj, X2‏ بدلا .X,y O^‏ 

oONI‏ لت بالاستقراء وسنکتب الخطوة الأولى d a:‏ من التفصيل (وذلك من 
نقطتين إلى ثلاث نقاط) 5S‏ الحالة العامة مشامبة لذلك). الآن 


الدوال ه ؛ ١‏ 


f(q.x. + qsxs + qax =e( 
(qiXi + q2X2 q3X3) qi; 


(qı + q2) + qax 


نتطبيق مانعرفه de‏ النقطتين q2)‏ + رن)/(جلاين + (quiXi‏ و X3‏ وباستعمال الوزنين 
ده + qi‏ و دو نحصل على 


qiX; + qox 


f(qix, + q-X- + q4x3) > (q; + 1 
(qiXi + q2X2 + qx) S (qi + q2) qı ^q; 


| + qsf(x;) 


الآن باستخدام النقطتين xi; xo‏ والوزنين q/q + q)‏ و qu(qi + q)‏ نجد أن 


2 f(x;) 


f(qix,  qoXo  qux3) € (qi + q2) ° q t q 
+ T 02 


qı 


 f(xi) + (q; + دن‎ 
TETA (xi) (qı q2) 


+ qsf(xi) = qif(xi) + qof(x;) + qf(x3) 


الضيفة ي peer‏ خصب لتراجحات عن الأعداد CP‏ على سبيل 
المثال الدالة المعرفة ب 0 < OY) uas f(x) = - 1٥ع × x‏ مشتقتها الثانية موجبة)» 
لذا: 


qı + ... + رنارو)وه!- || 1 دين‎ + ... + qux) S - رو‎ log xi = ... — qa LOE x, 


أي أنه qoX; + ... ++ QaXn Z X132 < Xn‏ + رلا رن . هذه ال اعم ة تعن أن 


BL . اهندسى لنون من الأعداد الموجبة لايزيد عن متوسطها الحسابي‎ la 
ولذا‎ x < 0 محدبه لكل‎ f فإن‎ r» 1 حيث‎ f(x) =x إذا كانت‎ 


متم + ... + (qiXi + qoXz + ... quX,)' S qixi + qox‏ 
لأى ١‏ من الأعداد الموجبة »× فى حالة أن 1 ين + ... + ٩‏ . نختصر هذه 
المتراجحة بكتابتها كالتالى ×4 > (Zqx)!‏ . الآن لتكن ,م lalasi‏ موجبة AJ,‏ 
P'È pk‏ = ين لنجد أن pr‏ اي (EZpux/Zp,)‏ أي أن 


Spx = (Ep)! (Epap" 


١45‏ المدخل إلى الدوال الحقيقة 


إذا وضعنا 77« Xk = zy,‏ و م yk‏ = يم Las‏ ; على 


y TES (Y ypr- Dlr = ni (Y. 2) l/r 


المعروفة بمثر اجحة هولدر Holder‏ . الحالة الخاصة عندما 2 - ع : 


Trasi Q2" 
, Cauchy كوشى‎ imal تعرف باسم متر‎ 
احيحة ظ‎ pa من‎ (£ 4) Minkowski اجحة منكاوسكى‎ ra يمكن أن ستنتج‎ 
: كوشي كالتالي‎ 
: ob » 5 لنفترض مرة أخرى أن 1 = ين‎ 
S= 2 qk(ak + b? = 2 qxax(ax + b,) + 2. q,b(a, + b) 
= 2, (qx ax)qx (ak + bı) 


+ 2, (q¢#b.)qk(ak + bx) 
: بتطبيق متراجحة كوشي لكل مجموع في الجهة اليمنى نجد أن‎ 
S < {2 quak 2, q.(a, + b,)))^ + (E qbk 3 qlar + b,)^) ^ 
= D عق )يل‎ + b.)!) "TOM qat) ^ 4 ?3 q.bi) ^] 
(Y aklar + b)^ > (Y aad" + (Y qub" لذا‎ 
لتصبح المتراجحة السابقة‎ ٩ = Ae الآن‎ 
( (a. + “لط‎ > (Y, “زه‎ + Qe)" 


oU S yl d‏ بطبيعة الخال Ul‏ هله All‏ اححة بطريقة مباشرة نفس الإثبات 


إذا كان 1< ۲ فإن: 


الدوال £۷ 


(Ya, + b, y) « (e “اليد‎ (Y ep + .. 


وهذه هي الصيغة العامه isl Al‏ منكاوسكي . 


4 - الدوال القابلة للتفاضل من جيع الرتب 
Infinitely Differentiable Functions‏ 

o YI‏ نعتبر الدوال التى بالإمكان مفاضلتها أكثر من مرة أو حتى عدد لانبائي 
من المرات . يوجد تعميم لنظرية القيمة المتوسطة لمثل تلك الدوال يعرف باسم نظرية 
تيلر Taylor‏ مع باقى سوف لانخوض في الدواعي لاعتبار هذه الصيغة ولن نحاول أن 
نحصل عليها تحت أعم الافتراضات الممكنة. على كل حال سوف نحصل على 
الصيغة بإحدى الأشكال التى يكون فيها الباقي أجدى نفعاً. 

ue RÀ‏ أن f‏ دالة نطاقها يحوى الفترة [a, x]‏ وأن ۴ موجودة ومستمرة أو على 
الأقل بالإمكان مكاملتها لنحصل على fe^?‏ )1 < م). لنبدأ من : 


f(x) = f(a) + [ f'()dt = f(a) — | f'(t)d(x — t) 


ونكامل بالتجزئة (إذا كانت 2 < (n‏ لنحصل على : 


f(x) = f(a) + (x — a)f'(a) + f (x — 01004 


بتكرارعلة العتملية تحصل ارا عل: 


— 24v — 49-1 
E(x) = f(a) + (x  a)f' (a) + >® (a) + ... + ملم لد‎ (a) + )مه‎ 
1 i niy ك2‎ a Y t — 14, 
R,(x) — (n — 1)i I* Xty(x t) dt & 


of, مستمرة‎ ۴ ol, [x 9) ذالة معرفة عل 8/3 ها‎ f لتنفرض أن‎ :AJU II 
.limf'(x) 20 فإننا نحصل على‎ lim f(x) = lim f'(x) = 0 


١‏ المدخل إلى الدوال الحقيقة 


لإثبات ذلك نعتبر نظرية تيلر بحيث يكون الباقى من الرتبة الثانية ونصعها 
الصبغة : 


f'(a) = i - 2 + — j (x-DF(Ddt, x»a 


لتكن ,× كبيرة لدرجة أن € > [i(0|‏ لکل t» x‏ و If'(0| > e‏ لكل .t» x‏ بالتالي 


إذا كان a x‏ فإن: 


| 2t 3 
d = i 9 ذا‎ 
I£^(a)] rmi mri ia t)dt 


_ 2€ ۽‎ el 2 e 


xa 2 e $3 


هنا x‏ اختيارية طا لما أن < cx‏ لتكن 2 + x = a‏ (السبب لهذا الاختيار يكمن في أن 
الكمية 2(/2 — 2/(x — a) + (x‏ تكون أصغر ما يمكن عندما2 + 2 = ×). بهذا 
pus‏ تصبع المتراجحة السابقة م« < , » 2 > |(۴)۵| وهذا يعني f'(a) — 0 ol‏ 
عندما 9 2 , 

بعض التغييرات الطفيفة في الإثبات تعطى نتائج أقوى ley‏ ما" . على سبيل 
JU s‏ لاحاجة لافتراض أن 0 + cto)‏ فيكفي أن تكون f(x)‏ محدودة طالما 
f(x) 0‏ لإثبات ذلك نفترض أن |f(x)| > M‏ ونضع E(x) = max|')0|‏ . 
من الواضح أن e‏ دالة غير تزايدية وأن 0-(*)ء سنا . الآن 


J (x — t)e(t)dt 


d 


Pae e 
A^ d A-—d 


2M , €) 
x—a 2 


واختر x‏ بحيث )62( x - a=‏ لتحصل على 


= 


— 


(X — a) 


|£(a)| > 2M (e(a)) * + '^(e(a)) ^ 


: Ty مرة‎ f'(a) فإن 0 جه‎ pip 


الدوال 1£4 


من المغري أن ندع n‏ في نظرية تيلر ونحصل على سلسلة لانهائية تسمى 
سلسلة تيلر للدالة f(x)‏ . إذا كان 0 + Rx)‏ (لقيمة معينة ل (x‏ فالسلسلة التي 
نحصل عليها ستكون متقاربة وفي الحقيقة ستتقارب إلى f()‏ . على كل حال يجب أن 
لانفترض أن هذا مايحدث (Gl‏ إذا كان للدالة ؛ تفاضلات بجميع الرتب على الرغم 
من أنه يتحقق لعدة دوال بسيطة تواجهنا في حساب التفاضل والتكامل . 

في المقام الأول» سلسلة تيلر ربا تكون متباعدةء في المقام الثاني» ربما تكون 
متقاربة لكن للمجموع الخاطىء. سوف نعطي أمثلة لكلا C9 ui NIE‏ 

من الطبيعي أن سلسلة تيلر ليس بالضرورة أن تكون متقاربة في كل النطاق 
الذى تكون فيه الدالة أصلية قابلة للتفاضل بجميع الرتب . على سبيل (JULI‏ الدالة 
f(x) = 1/1 x)‏ قابلة للتفاضل بجميع الرتب في كل R‏ لكن سلسلة تيلر ها (التي 
مركزها عند الصف متقاربة فقط لكل 1 > |×| . 

Syu مثالا لدالة‎ dau اسو من ذلك مكن أن تحدث.. سرف‎ Ll 
a ibali سلسلتها التيلرية تكون متباعدة فى كل مكان ماعدا بطبيعة الحال عند‎ 
akel a, ج‎ f(x) -Y: a,cos bx المعرفة بالسلسلة‎ f نفسها. لنعتير الدالة‎ 
متقاربة‎ X abt PAP أعداد موجبة صحيحة 9 ول‎ D, موجبة صغيرة و‎ 
بها أن السلسلات التي‎ . (b, - 2م‎ ya "لع د‎ Sie) k لكل عدد صحيح موجب‎ 
قابلة‎ f نحصل عليها عن طريق التفاضل حدا حدا جميعها متقاربة بانتظام فإن‎ 
للتفاضل بجميع الرتب. من جهة أخرى لننشر؛ بواسطة سلسلة تيلر حول‎ 
الصفر. في هذه الحالة علينا فقط أن نعتبر الحدود زوجية الرتبة لأن التفاضللات‎ 
فردية الرتبة للجيب تساوى صفرا عند الصفر. القيمة المطلقة للحد من سلسلة تيلر‎ 


; 2k) i 
2 Y a p? : ی کروی ۴ هي‎ | 
x*|re9(0| _ s 


(2k)! (2k)! 
Juli الآن ججموع السلسلة أعلاه يتجاوز قيمة أي حد من حدودها. إذا أخذنا‎ 


يها 


Je (G0 ۱ > QM نحصل (لآن‎ (et ten) لقترح‎ 


x^ |f? (0) | x^*a p2* nx 2k 
II 
(2k)! (2k)! 2k 


E-E‏ المدحل إلى الدوال الحقيقة 


: فإن‎ en = 2k أي قيمة نرغبها. لتكن × نقطة معطاة وخذ‎ n حيث‎ 
NX, 2k 2k 
6 k | EUN e) 

طالما أن 0 * x‏ فإنه إذا كانت » كبيرة بقدر كاف نحصل على 1 < 2kx/e‏ لذلك حدود 
سلسلة تيلر لايمكن أن تؤول إلى الصفر. لذا فهى بالتأكيد متباعدة لكل x‏ عدا 
aai‏ ۰ 

من الممكن أن C95‏ أنه إذا كانت (M,)‏ أي متتالية من الأعداد فإنه توجد 
دالة f‏ قابلة للتفاضل بجميع الرتب بحيث ff9(0) = M,‏ لكل k‏ . هذا os‏ أن هذا 
النوع من الدوال التى سلاسلها التيلرية حول الصفر متباعدة (في) عدا عند الصفر) 
لابد وأن تكون موجودة بشكل عام . 

من الممكن إثبات» عن طريق بناء أكثر تعقيداًء أنه توجد دوال قابلة للتفاضل 
بجميع الرتب سلاسلها التيلرية متباعدة مهما كان اختيار النقطة لتكون OVS M‏ 

لنعتير الدالة المعرفه ب 


f(x) =e”, x3*0, K0 = 0 


من الممكن إثبات أن 0 = )£90 لكل k‏ لذا جميع حدود سلسلة تيلر £2 حول الصفر 
تساوى صفراء ولذا بالتأكيد تتقارب إلى المجموع الخاطىء . من الواضح أن f?(x)‏ لما 
الصيغة ^ R()e‏ لكل 0 + x‏ حيث R‏ دالة قياسية. الآن 0 ج xe?‏ عندما 
x— 0‏ لكل عدد صحيح n‏ (هذا يكافىء الحقيقة المألوفة أنه 0 — "× 
عندما» — f(x) + 0137, (x‏ عندما0 +¬ *. هذا بواسطة تمرين )١١-۲١(‏ 
يقتضى . أن 0= f9"(0)‏ أيضا. نستطيع بصورة مباشرة أن نبين 
f9(0) = lim, , ox f*7 (x) = 0‏ , 

ليس من الصعب أن نثبت» عن طريق تقدير الباقي بصورة مباشرء أن 
سلسلة تيلر لدوال مألوفة مثل دالة الجيب والدالة الأسية تكون متقاربة في كل مكان 
للدوال الأصلية. بطريقة مشابهة» سلسلة تيلر للدالة x)‏ + 1) حول 0 = × لأي 
عدد حقيقي p‏ تتقارب إلى القيمة الصحيحة لكل 1 > |×| . بها أن سلسلة تيلر هي 


yaj الدوال‎ 


نفسها السلسلة التي نحصل عليها من نشر ”(* + 1) بنظرية ذات الحدين فإننا بذلك 
نحصل على إثبات لهذه النظرية لقوى سالبة أو كسرية . 

الدالة التي سلسلتها التيلرية حول تتقارب إليها (أي إلى الدالة) في جوار 
حول a‏ تسمى Analytic 4A‏ غند a‏ على النقيض من الأمثلة السابقة ستقت 
نظرية ملفقة للنظر (تسمى نظرية برنستاين Bernstein‏ ) : إذا كانت f‏ وجميع 
تفاضلاتها غير سالبة في فترة. ما1 ALLE fol‏ في هذه الفترة. (على سبيل المثال 
n (i) = ©‏ من المناسب أن نكتب الباقي R,‏ على الصيغة 


R, > d f fu + ax — u — a) "du 
n: 0 


(x m ap 
© n! 


- [E&x — ayt + a)(1 — tdt 
0 

على افتراض أن 8 3 T DEPT X‏ الفترة i‏ 1 وأن 
ba Faxa lj aSa‏ في 1 UB‏ نحصل على : 

ER 8+1 - 

Vene كا‎ M f f ((b — a)t + a(1 — t)^dt 

0 

وذلك لأن ”۴ دالة غير تناقصية . أي أن 
(x — a)" ~!‏ 


R,(x) S (b—ay i R,(b) 


با أن جميع حدود سلسلة تيلر غير سالبة Lop‏ نحصل Laf‏ على .f(b) < R,(5)‏ 
بالرجوع إلى المتراجحتين الأخيرتين نجد أن : 


0< R,(x) > =] 00 


. R(x) ^ 0 هذه المتراجحة تجعل‎ OB × - a > b - a ولأن‎ 


* هم ١‏ المدحل إلى الدوال الحقيقة 


في الحقيقة من الممكن أن نستبدل فرضية أن جميع التفاضلات موجبة بغرض 
acad ol‏ الفروق : 


47100 = È (p) Dte + nh) 


لأنه بالإمكان أن الدالة التى جميع فروقها موجبة تكون بصورة الية قابلة للتفاضل 
بجميع الرتب . (قد تكلمنا عن الخطوة الاولى في هذا الصدد في 23 ؛ عندما بينا 
أن للدالة التي فروقها من الرتبة الثانية موجبة» تفاضل من الجهة اليمنى وآخر من 
الجهة اليسسرى) . 

بالرغم من أنه من الممكن أن تكون سلسلة تيلرء للدالة غير التحليلية 
متباعدة حول كل نقطة من فترة إلا أن الظاهرة التي تحدثنا عنها آنفاً وهي تقارب 
سلسلة تيلر إلى المجموع الخاطىء لايمكن أن تحدث على جميع الفترة. في الحقيقة 
بإمكاننا أن نثبت أنه إذا كان نصف قطر تقارب سلسلة تيلر» لدالة حول كل نقطة 
من فترة» موجباً فإنه لابد وأن توجد فترة جزئية حيث تكون الدالة تحليلية هناك . 
تكرار تطبيق هذه الحقيقة يقود إلى استنتاج أن ( تحت نفس الفرضيات السابقة) 
مجموعة النقاط التى يخفق نشر تيلر حوها تكون alo‏ على الأكثر. 

الإثبات يعتمد على تطبيق بسيط لنظرية بير Baire‏ . لتكون pla)‏ ترمز إلى 
نصف قطر التقارب لسلسلة تيلر للدالة ۴ حول النقطة a‏ . إذن بتطبيق الصيغة المعتادة 
نحصل على 


! In 


l/p(a (a) = lim sup, _ .|f'"(a)/n 


بها أن pa)‏ محدود لكل دفي الفترة المعنية. فإنه لكل a‏ الكمية 
u(2) = sup,|f'(ay/n!|"^‏ محدودة. اماد الملجموعات 4E,‏ النقاط ه حيث 
(k = 1, 2, ...( u(a) > k‏ يطابق الفترة المذكورة وبالتالى فإن نظرية بير ترشدنا 
إلى Sc «ol‏ أن توك LAE Lese‏ لذا تة فة da Aj‏ 
(n = 0, 1, 2, ...) |f" (a)/n!| ^ > k‏ متحقق T y,‏ مجموعة كثيفة ومن ثم JS d‏ الفترة 


lev الدوال‎ 


نتيجة لاستمرارية ”۴. في هذه الفترة تكون : تحليلية لأن المتراجحة الأخيرة تبين 
أن الباقى في سلسلة تيلر حول a‏ ول إلى الصفر لكل النقاط ×حيث k‏ > ه - »| . 

الآن من الطبيعى أن يثار الاستفسار عا يحدث عندما يكون pla)‏ ليس فقط 
سوا بل ميا عن العف آى Ou‏ 8 وم لكل« ق 53 ما. ada jj‏ ا 
من الممكن إثبات أن هذا الشرط يجعل f‏ تحليلية على جميع CP RE‏ 


موا 


AA) (Y)‏ حسمت × إلى 351 a 10? zs‏ عشريه: راجع 


D. Shanks and J-W. Wrench Jr., Calculation of x to 100,000 decimals, Math. of 
Computation 16 (1962), 76-99. 


وكذلك فقد حسب J. Gilloud‏ واخرون معه x‏ إلى تصف مليون من الخانات 


: المراجع التالية‎ T ی‎ E يوجد براهين‎ (i D 


M. Reichbach, Une simple demonstration du theoreme de Cantor-Bernstein, 
Colloquium Math. 3 (1955), 163; 

M.S. Hellmann, A short proof of an equivalent form of the Schroeder-Bernstein 
theorem, Amer. Math. Monthly 68 (1961), 770; 

M.F. Smiley, Algebra of Matrices, Allyn and Bacon, Boston, 1965, pp. 235-236; 
R.H. Cox, A proof of the Schroeder-Bernstein Theorem, Amer. Math. Monthly 75 
(1968), 508. 


(Y)‏ راجح مش 


C. Kuratowski, Topologie, Vol 2, Monografie Matematyczne, Vol. 21, 2nd ed., 
Warsaw, 1952, p. 85. 


. R.R. Goldberg و‎ W.C. Fox مقترح من‎ òla JJ (Y) 


١ هه‎ 


to‏ المدحل إلى الدوال الحقيقة 


M.E. Munroe, Introduction to measure and integration, Addison-Wesley, Cambrid- 
ge, Mass., 1953, p. 30. 


: راجع الكتب التالية‎ . (Summability) قابلية الجمع‎ war 


O. Szasz, Introduction to the theory of divergent series, Hafner, New York, 1948; 
G.H. Hardy, Divergent series, Oxford, 1949; 

K. Zeller, Theorie der limitie-rungsverfahren, Ergebnisse der Mathematik, new'ser- 
ies, no. 15, Springer, Berlin-Gottingen-Heidelberg, 1958. 


)5 راجع مشلا : 


H. Hahn, Reelle Funktionen, Akademische Verlagsgesellschaft, Leipzig, 1932, p. 
115. 


E. Corominas and F. Sunyer Balaguer, Condiciones para que una funcion. (V 
infinitamente derivable sea un polinomio, Revista Mat. Hisp., Amer. (4) 14 (1954), 
26-43. 


A. Denjoy, Sur les fonctions derivees sommables, Bull. Soc. Math. France 43 (1915), 
161-248. 


S. Banach, Über die Baire'sche Kategorie gewisser Funktiom enmemgen, (4) 
Studia Math. 3 (1931), 174-180) 


: MII لقند أنشىء أبسط مثال في البحث‎ (ve) 


A.P. Morse, A continuous function with no unilateral derivatives, Trans. Amer. 
Math. Soc. 44 (1938), 496-507. 


الحواشي /أه ١‏ 


S. Saks, On the functions of Besicovitch in the space of continuous functions, ( ١ ) 
Fund. Math. 19 (1932), 211-219. 


G.J.Minty, On the nation of "function", Amer. Math. Monthly 78 (1971), 188-189. 


: راجع خاصة الكتابين التاليين‎ OY 


J.B. Rosser, Logic for Mathematicians, McGraw-Hill, New York, 1953, pp. 366 ff. 
K.K. Menger, Calculus, a modern approach, Ginn, Boston, 1955. 


G.H. Hardy, A formula for the prime-factors of any number, Messenger of (YY^) 
Math. 35 (1906), 145-146. 


W, Sierpinski, Sur un exemple effectif d'une fonction non representable 6 £) 
analytiquement, Fund. Math. 5 (1924), 87-91. 


H.Lebesque, Leçons sur l'integration et la recherche des fonctions primitives, (V6) 
2nd ed., Gauthier-Villars, Paris, 1928, p. 97. 


H. Fast, Une remarque sur la propriete de Weierstrass, Coloq. Math. 7 (i 10) 
(1959), 75-77. 


Ye)‏ ب) الحملة الأخيرة نتيجة لتعريفنا للاتصال OY‏ الخاصية هذه تتطلب أن 
تكون الصورة العكسية لكل فترة مفتوحة» مفتوحة (وهذا يعني أن الصورة العكسية 
لكل مجموعة مفتوحة تكون مفتوحة) illal‏ أعمق راجع : 

J.B. Diaz, Discussion and extension of a theorem of Tricomi concerning functions 


which assume all intermediate values, J. Math. Mech. 18 (1968/69), 617-628. 
. Math. Reviews 39 # 370 ($ وكذلك مراجعة هذا البحث‎ 


10۸ المدحل إلى الدوال الحقيقة 


. ج) لايوجد تحويل متصل على فترة بحيث يوجد معكوسان فقط لكل صورة‎ Yo) 
: راجع‎ 


O.G. Harrold, the non-existence of a certain type of continuous transformation, 
Duke Math. J. 5 (1939), 789-793. 


: ومن أجل التعميات راجع‎ 
J.H. Roberts, Two-to-one Transformations, Duke Math. .ل‎ 6 (1940), 256-262. 
P. Civin, Two-to-one mappings of manifolds, Duke Math. J 10 (1943), 49-57. 


D.C. Gillespie, A property of continuity, Bull. Amer. Math. Soc. 28 6 1o) 
(1922), 245-250. 


5 tS الدوال وهر‎ ed Gg عبد‎ cll teli روذعم ف‎ 
f(x) = nx + x! sin(7) 
0Ücxzl Cc 


)9\ و) يوجد برهان آخر في البحث JLI‏ : 


J.B. Diaz and F.T. Metcalf, A continuous periodic function has every chord twice, 
Amer. Math. Monthly 74 (1967), 833-835. 


من أجل التعمييات إلى Jis JE‏ الدورية 43 (almost periodic) Lo‏ ودوال T‏ 
راجع : : 


J.C. Oxtoby, Horizontal chard theorems, Amer. Math. Monthly 79 (1972); 468-475. 


P. Levy تعزى هذه النظرية إلى‎ ( V) 


P. Levy, Sur une generalisation du theoreme de Rolle, C.R. Acad. Sci. Paris 198 
(1934), 424-425. 


ولكن أعيد اكتشافها من قبل اخرين. يوجد een‏ في : 


H. Hopf, Über die Sehnen ebener Kontinen und die Schliefen geschlossener 
Wege, Comment. Math. Helv. 9 (1937), 303-319. 


۱۹ Kx 


يوجد فى بحث Hopf‏ مناقشة لأطوال الأوتار الأفقية لدالة معطاة وكذلك في 
بحث Oxtoby‏ المذكور في (s ١6(‏ والبحث : 


R.J. Levit, The finite difference extension of Rolle's theorem, Amer. Math. Monthly 
70 (1963), 26-30. 


Jya‏ من المعلومات والتطبيقات راجع 


J.T. Rosenbaum, Some consequences of the universal chord theorem, Amer. Math. 
Monthly 78 (1971), 509-513. 


كذلك يعطى Rosenbaum‏ ا عن للنظرية : 


How to build a picnic table for use on a mountain range of known period, Notices 
Amer. Math. Soc. 16 (1969), 94. 


3 aca EAS إذا‎ : Oxtoby. عرق إل‎ I a 

e f(x + y) = g(f(x), y)‏ قيم x‏ ور Lf FOL‏ دالة مطردة فعلية أو دالة ثابتة (هذه 

I3] Amer. Math. Montly 78 (1971), 676-677 الوارده في‎ E2246 هى مسألة‎ 

XF‏ مطردة فعلية فإن f(x, + h) = f(xy)‏ لقيمة معينة X)‏ وعدد موجب 1 . في هذه 
الحالة Jes‏ أن 


f(x + h) = f((xo + h) + (x — xo) > g(f(xo + h), x — xo) 
= g(f(xo), x — xo) > f(xo + (x 7 x9) = f(x). 
وتر أفقى قصير اختياري (نظرية الوتر العامة) فإن للدالة ؟‎ falla وبما أنه يوجد‎ 
أنه إذا كانت‎ Oxtoby دورات قصيرة اختيارية ولذا فهى دالة ثابتة. كذلك يلاحظ‎ 
. f(x + y) = g(f(x), y) متصلة وإما مطردة فعلة أو اة فإنه يوجد دالة ع بحيث‎ f 


(V) في الملاحظة‎ Hopf راجع‎ (VV) 


(A)‏ من أجل المزيد من الإيضاح حول هذه النظرية ونظريات أخرى راجع 


A.W. Tucker, Some topological properties of disk and sphere, Proceedings of the 
First Canadian Mathematical Congress 1945, University of Toronto Press, 1946, pp. 
285-309. 


D‏ المدخل إلى الدوال الحقيقة 


J.G. Brennan, Aproposity of a plane convex region, Math. Gaz. 42 (1958), ( ١ 4) 
301-302; 
A.C. Zitronenbaum, Bisecting an area and its boundary, Math. Gaz. 43 (1959), 
130-131. 


. من أجل البرهان والمراجع والتعمييات راجع‎ (Ye) 


A.H. Stone and J.W. Tuokey, Genralized “sandwich” theorems, Duke Math. J. 9 
(1942), 356-359. 


: للمزيد حول هذه النظرية والتي تليها راجع‎ (YY) 


G. Polya and G. Szegi, Aufgaben und Lehrsatze aus der Analysis, Springer, Berlin, 
1925, Vol. 1, pp. 63, 225; Problems II 126, 127. 


| d يوجد مناقشة لفهوم المنحنى المتصل‎ (YY) 


G.T. Whyburn, What is a curve?, Amer. Math. Monthly 49 (1942), 493-497, 
J.W.T. Youngs, Curves and surfaces, ibid. 51 (1944), 1-11. 


W. Hurewicz, Über Dimensionserhohender Stetige Abbildungen, J. Reine CTT) 
Angew. Math. 169 (1933), 71-78. 


I.J. Schoenberg, On the peano curve of Lebesque, Bull. Amer. Math. Soc. 44 (Y £) 
(1938), 519. 


: راجع‎ Shel (Ye) 


L. Lorch, Derivatives of infinite order, Pacific J. Math. 3 (1953), 773-778. 


(YY) المذكور في مالاحظة‎ Polya-Szego راجع كتاب‎ (Y5) 
Vol. 1, pp. 30, 185, problem I 165: 


a الحواشي‎ 


: QUI على سبيل‎ lot. (YY) 


C. de la Vallée Poussin, Integrale de Lebesque, fonctions d'ensemble, classes de 
Baire, 2nd ed., Gauthier-Villars, Paris, 1934, pp. 127 ff. 


vv)‏ أ) ليرهان بسيط أنظر 


F.W. Carroll, Separately continuous functions are Baire functions, Amer. Math. 
Monthly 78 (1971), 175. 


(YA)‏ النظرية التى تقول بإمكانية التقريب المنتظم لدالة متصلة بواسطة كثيرة حدود 
تسمی نظرية فبرشتراس (Weierstrass approximation theorem)‏ الرهان المعطى هنا 
یرجح إلى E. Landau‏ „ 


: لالأعداد الحقيقية راجع‎ (Hamel Basis) المطلوب هنا وجود قاعدة هامل‎ (Y4) 


H. Hahn and A. Rosenthal, Set functions, University of New Mexico Press, Albu- 
querque, 1948, pp. 100 ff. 


G.H. Hardy, J.E. Littlewood and G., Polya, /nequalities, Cambridge University 
Press, 1934, p. 96. 


IAS راجع‎ Y Y) الملاحظه‎ d مشار اليه‎ Jal بحث هامل‎ 
G.S. Young, The linear functional equation, Amer. Math. Monthly 65 (1958), 37-38. 
| d Ax JU يوجد مراجع وملاحظات‎ 


J.W. Green and W. Gustin, Quasi-convex sets, Canadian ل‎ . Math. 2(1950), 489-507. 


: يمكن الرجوع همذ البرهان وبعض التعميمات في‎ (Y) 


H. Kestelman, On the functional equation f(x + y) — f(x) + f(y), Fund. Math. 34 
(1947), 144-147. 


1۲ المدخل إلى الدوال الحقيقة 


A. Zygmund, Trigonometrical series, Monografje Matemetyczne, Vol. 5, (TN) 
Warsaw Lwow, 1935, pp. 133-134; Trigonometric series, Vol. I, Cambridge 
Universtity Press, 1959, p. 235. ; 


CASI Aa‏ الخاصية من قبل Jo x. . H. Steinhaus‏ من خصائص جموعه 


: كانتور وجموعات مشامبة راجع‎ 
T. Salat, (Math. Reviews 24 # A2538); N.C. Bose Majumder (Math. Reviews 22 # 


2971; 24 # A1706, A2537, A3444; 29 # 5215, 5732, 5733); Amer. Math Monthly 72 
(1965), 725-729 (Math. Reviews 32 # 1295). 


G. Hamel, Eine Basis aller Zahlen und die unstetigen Lósungen der Funk- (Y Y) 
tional-gleichung f(x + y) — f(x) + f(v), Math. Ann. 60 (1905), 459-462. 


M. Plancherel and G. Pólya, Sur les valeurs moyennes des fonctions reeles (YY) 
definies pour toutes les valeurs de la variable, comment. Math. Helv. 3 (1931), 
114-121. 


: راجع‎ (d م‎ 
R.P. Agnew, Limits of integrals, Duke Math. J. 9 (1942), 10-19; Mean values and 
Frullani integral, Proc. Amer. Math. Soc. 2(1951), 237-241; Frullani integrals 


and variants of the Egoroff theorem on essentially uniform convergence, Acad. 
Serbe. Sci. Puble. Inst. Math. 6 (1954), 12-16. 


: من أجل عرض كامل للنظريات حول المشتقات راجع‎ (a YY) 


A.M. Bruckner and J.L. Leonard, Derivatives, Amer. Math. Monthly 73, no. 4 
(Slaught Papers, no. 11), 24-56. 


M.Mikolas, Construction des familles de fonctions partout continues non (Y 1) 
derivables, Acta Sci, Math. Szeged 17 (1956), 49-62. 


من أجل إنشاءات أبسط راجع : 


J. McCarthy, An every where continuous nowhere differentiable function, Amer. 
Math. Monthly 60 (1953), 709; 

T.H. Hildebrandt, A simple continuous function with a finite derivative at no point, 
Amer. Math. Monthly 40 (1933), 547-548. 


FAY "C 


W. Sierpiński: see S. Saks, Théorie de L'intégrale, Monografje Matema- (Ye) 
tyczne, Vol. 2, Warsaw, 1933, pp. 167-168. 


(5*) كتاب Saks‏ المذكور في الملاحظة السابقة 177.ص . راجع قدلت: 


D.E. Varberg, On absolutely continuous functions, Amer. Math. Monthly 72 (1965), 
831-841; E.P. Woodruff, Derivatives of a function whose image is of Lebesque 
measure zero, Notices Amer. Math. Soc. 16 (1969), 666-667. 


من أجل برهان أبسط لنتيجة أسهل راجع كتاب Pólya‏ و Szegó‏ المذكور في 
ملاحظة (Y1)‏ 


Vol. 1, pp. 63, 225; problem II 125. 


E.W. Hobson, 7he theory of functions of a real variable and the theory of (Y V) 
Fourier s series, Vol. 1, 3nd. ed. Cambridge University Press, 1927, p. 363. 


T.M. Flett, A mean value theorem, Math. Gaz. 42 (1958), 38-39, (Y ^) 
S راجع‎ 
S.G. Wayment, An integral mean value theorem, Mat. Gaz. 54 (1970), 300-301. 
: والمراجع المعطاة هناك‎ 


J.B. Diaz and R. Výborný, On some mean value theorems of the differential calcu- 
lus, Bull. Austral. Math. Soc. 5 (1971), 227-238, 
S. Reich, Problem 5810, Amer. Math. Monthly 78 (1971), 798. 


: خاصة في‎ JL يوجد معالحة‎ (Y4) 


L.J. Paige. A note on indeterminate forms, Amer. Math. Monthly 61 (1954), 
189-190. 


A.P. Morse, Dini derivates of continuous functions, Proc. Amer. : راجع‎ (i YS 
Soc. 5(1954), 126-130. 


المدخل إلى الدوال الحقيقة TE‏ 


eb من أجل المراجع حول الموضوع‎ (te) 


P. Erdós, Some remarks on set theory, Ann. of Math. 44 (1943), 643-646 (p. 646). 


A.N. Singh, On infinite derivatives, Fund. Math. 33(1945), 106-107. (£V) 


M.K. Fort, Tr., A theorem concerning functions discontinuous on a dense (f T) 
set, Amer. Math. Monthly 58 (1951), 408-410. 


البرهان المبسط في الكتاب مقترح من قبل A.C. Segal‏ . 
يوجد برهان بسيط اخر في : 


E.M. Beesley, A.P. Morse and D.C. Pfaff, Lip schitzian points, Amer. Math. 
Monthly 79 (1972), 603-608. 


(EY)‏ من أجل عرض مبسط راجع 
F. Riesz and B. Sz-Nagy, Functional Analysis, Ungar, New York, 1955, pp. 17 ff.‏ 


J.S. Lipiński, Sur la dérivée d'une fonction de sauts, Colloq. Math. 4(1957), (££) 
197-205. 
L.A. Rubel, Differentiability of monotonic functions, Colloq. Math. 10 (1963), 
277-279. 


)£0( من أجل إنشاء مبسط راجع : 


R. Salem, On some singular monotonic functions which are strictly increasing, 
Trans. Amer. Math. Soc. 53 (1943), 427-439. 


)£3( الإنشاء المعطى في الكتاب مأخوذ من : 


S. Saks, (Theory of the integral, Monografic Matematyczne, Vol. 7, Warsaw-Lwów, 
(1937), pp. 205-206). 


: هنا بعض الحقائق ذات العلاقة‎ Si 
إذا كانت ع متصلة وها مشتقة (نبائية أو لا نهائية) في كل مكان ماعدا على جموعة‎ 
ع تكون غير تناقصية‎ OD قابلة للعد وهذه المشتقة غير سالبة في كل مكان تقريباً‎ 
PM 23$! Saks (راجع‎ 


BT. الحواشي‎ 


إذا كانت E‏ مجموعة Gs‏ قابلة للعد فإنه يوجد دالة (ليست متصلة بالضرورة) 
شتقتها تساوى oc‏ + على E‏ و0 خارج 8 راجع : 


G. Piranian, The derivative of a monotonic discontinuous functions, Proc. Amer. 
Math. Soc. 16 (1965), 243-244. 


(الملجموعة تكون Gs‏ إذا أمكن ispat ablas Calif‏ قابلة للعد من 


المجموعات المفتوحة . المجموعة المكونة من نقاط الأطراف للفترات المكملة لمجموعة 
كانتور هى Lus Gs‏ مجموعة الأعداد النسبية في Ri‏ ليست (G5‏ 


(£V)‏ العرض يشبه عرض كتاب Riesz‏ و SzNagy‏ المذكور آنفاً مع بعض التبسيط 
المعطى في الكتاب 

H. Kestelman, Modern theories of integration, Oxford, (1937), pp. 199 ff. 

لقد برهن Lebesque‏ هذه النظرية كنتيجة d an da)‏ التكامل . يوجد برهان 


D.G. Austin, A geometric Proof of the Lebesque differentiation theorem, Proc. 
Amer. Math. Soc. 16 (1965), 220-221. 


(£A)‏ هذا الرهان وبرهان النظرية التالية مثل براهين Riesz‏ و .Sz-Nagy‏ نظرية 
Fubini‏ في التكامل نظرية أخرى . 


P. Erdos, Some remarks on the measurability of certain sets, Bull, Amer. (£4) 
Math. Soc. 51(1945), 728-731. 


: أعم نتيجة موجودة في‎ (ov) 


A. Ostrowski, Zur Theorie der konvexen Funktionen, Comment. Math. Helv. 1 
(1929), 157-159, 


155 المدخل إلى الدوال الحقيقة 


R.P. Boas and D.V. Widder, Functions with Positive differences, Duke Math. J. 7 
(1949), 496-503. 


: من أجل المتراجحات هناراجع‎ (0Y) 


Hardy, Littlewood and Pólya, Inequalities, Cambridge University Press, (1934), 
chapters 2 and 3. 
E.F. Beckenbach and R. Bellman, Inequalities, Springer-Verlag, Berlin-Heidel- 
berg-New York. 


: للمراجع والتعميات راجع‎ (eY) 


Boas, Asymptonic relations for derivatives, Duke Math. J. 3(1937), 657-646. 


: من أجل البحوث المتعلقة بالموضوع راجع‎ (of) 


H. Salzmann and K. Zeller, Singularitáten unendlich oft differenzierbarer Funktio- 
nen, Math. Z. 62 (1955). 354-367. 


: راجع‎ (ee) 


A. Rosenthal, On functions with infinitely many derivatives, Proc. Amer. Math 5oc. 
4 (1953), 600-602. 

Salzmann and Zeller, Paper cited above. H. Mirkil, Differentiable functions, formal 
power series and moments, Proc. Amer. Math. Soc. 7 (1956), 650-652. 


)01( لبرهان نظرية بير راجع : 


D. Morgenstern, Unendlich oft differenzierbare nicht-analytische. Funktionen, 
Math. Nachr. 12 (1954), 74. 


للحصول على إنشاء صريح راجع : 


H. Cartan, Sur les classes de fonctions défeniés par des inégalités portant sur leurs 
dérivées successives, Actualités Scientifiques et industrielles, no. 867 (1949), pp. 
20-22. 


y^ V الحواشي‎ 
. المذكور سابقا‎ Widder و‎ Boas راجع بحث‎ S. Bernstein. ( 0 V) 
, uL المذكور‎ Zeller و‎ Salzmann راجع بجح‎ (9A) 
W.F. Osgood, Beweis der Existenz einer Lósung der Differentialgleichung (04) 


d | 
m — f(x, y) ohne Hinzunahme der Cauchy-Lipschitz'schen Bedingung, Monatsh. 
Math. Phys. 9 (1898), 331-345, p. 344. 


)1-1( 


(Y-Y) 


(V7 Y) 


(Y-Y) 


حلول التمارين 


جرد إعادة صباغة التعريف A‏ 


(f)‏ كل حرف إما أن يكون حرفاً ساكناً أو حرف ile‏ وجميع حروف العلة 
تظهر في الحملة “Real functions"‏ . 

(ب) CE)‏ مكونه من جميع حروف العلة . 

CE) (>)‏ مكونة من الحروف الساكنة فقط (وليس جميع هذه 
ا لحروف) . 


. من حروف العلة‎ LÍ لايحوى‎ F A E = {r,l,f,n,c,t,s} (2) 


)ا( كل الأعداد التي أكر A TIC‏ الأعداد غير الموجبة» 
1[ ع JU‏ 

(ب)» (جا)ء (د)ء (ه): نفس إجابة الفقرة (أ) . 

(و) e^‏ الأعداد غير السالبةء جميع الأعداد غير الموجبه. 60 0 . 


يوحل أكبر حد أدنى لكل مجموعة E‏ غير خالية ومحدودة من أسفل ER‏ 

له بالرمز Inf ۴٤‏ وهو يحقق الخصائص التالية. إذا كانت 8 ع × فإن 

JY واحدة على‎ x € E ى فإنه يوجد‎ inf E وإذا كانت‎ × < inf E 
VIA 


Vr 


(v-v) 


(í-Y) 


لم 


(Y-Y) 


المدخل إلى الدوال الحقيقة 


E أصغر حد أعلى وكانت‎ inolt إذا افترضنا‎ . × > A بحيث‎ 
بحيث‎ x مجموعة الأعداد‎ F مجموعة محدودة من أسفل. إجعل‎ 
محدودة‎ Fire, el, -x > -M يعنى‎ × < Moll, .-xeE 
وإذا‎ »× < -B Ob -x B,xeE كانت‎ I3] لأنه‎ . E للمجموعة‎ 
أي أن‎ x fud E x € E JA, فإنه‎ -A > 8, كانت 8- < م‎ 
OX «A 


+æ + (—9)‏ يعني (b)‏ + )2( حيث 0< 0.۵ > 5 . ولكي نبقي de‏ 


TE a+b $ 9 a x 4 

عمليات الحساب في هذه الحالة نجد أن المجموع يساوى ۾ وهذا قد 
يكون تت 4 أو =œ%‏ أو حتى غير معرف حسب ما إذا كانت 0 a + b»‏ 
أو 0 > ط ++ أو 0 = ط + 4 . I|‏ كانت 0 = (5+) . 0 £e - OB‏ 
(+o) . ١ h : AS‏ 

]15 كانت OB x € E‏ كل حد أعلى للمجموعة E‏ لايقل عن x‏ وكل حد 
.ye E d> y h‏ إذا „sup E >y > xX > inf E oU y>x‏ 


كانت المجموعة المتبقية (اسمھا idly (Fi‏ عد ,7 ثم E‏ . إذا لم تكن 
Fi‏ نهائية » استعمل الأعداد الصحيحة الفردية لترقيم ,5 والأعداد 
الصحيحة الزوجية لترقيم E‏ 


Ck. n L ji iras Ek 2 (Ck. 1 «E, اللجموعة‎ pum يمكن تسمية‎ 
. (k, n) بالزوج‎ 


م 


(£-Y) 


(e-T) 


(1-۳) 


(Y-Y) 


(A-Y) 


(4-9) 


خلول الترارين VV‏ 


الدالة الخطية ط + ax‏ بعوامل صحيحة تعطي تناظراً أحادياً مع 
الأزواج (a, b)‏ وكثيرة الحدود ax! bx +c‏ تعطي BUS‏ مع الأزواج 
(a, b, c)‏ وهكذك|: 


لو كانت الأعداد الحقيقية x‏ في (a, b)‏ قابلة للعد فإن الأعداد الحقيقية 
x-a‏ فى (0,b —a)‏ تكون قابلة للعد كذلك الأعداد الحقيقية 
5 في )0,1( تكون قابلة للعد. 


إلانشاء المستخدم في الكتاب ينطبق بكامله لأنه العدد المنشأ لايحوى 
الرقم 3. 


B د‎ La] بد‎ dle نعف‎ Leo عقاف‎ Jus idle E كانت‎ 
A SL- مجموعه‎ UN FI Kis Xo, sess Ak العملية بعد حدف‎ Cl 
. من النقاط‎ k المجموعة ستبقی نبائية بعد إضافة‎ "Uy 


اجعل ۴ المجموعة E‏ بعد حذف ox)‏ اختر مجموعة لانبائية قابلة Jal‏ 
لس lj (£F iy (nsi‏ نقاط E‏ المختلفة عن ... × ,× مع نفسها 
أكنقاط شن et F‏ وأر بط x,‏ بالنقطة x,‏ والنقطة x,‏ بالنقطة × ... الخ . 


التناظر × tan‏ حه × يعطى Bts‏ 1 أحادياً بين الأعداد الحقيقية المحصور 
بين 02- و 2/2 ومجموعة الأعداد الحقيقية بكاملها. OUS YU‏ إعطاء 


إذا كانت «مجموعة كل المجموعات» مجموعة ونسميها O S‏ 43$ 
المجموعات الحزئية في 5 EE‏ مجموعة 7 لايمكن وضعها في تناظر أحادي 
مع أي مجموعة جزئية في 5 . ولكن المجموعات الجزئية في 5 هي 


VY 


(is =Y) 


(M71) 


المدخل إلى الدوال الحقيقة 


مجموعات مثل عناصر 5 ولذا op‏ الطائفه T‏ في تناظر أحادي مع مجموعة 
جزئية من 5 وهي 7 نفسها. هذا تناقص . 


استخدم نظرية شرودر - برنشتاين. فمن ناحية نستطيع أن نربط كل 
عدد حقيقي بمتتالية من الأعداد الحقيقية وهي متتالية أرقام مفكوكة 
العشري . ومن ناحية coe ml‏ إذا كان لدينا متتالية من الأعداد الحقيقية 
فإننا نستطيع LLS‏ مفكوكاتها العشرية» واحداً تلو الأحر ومن ثم نأخذ 
الأرقام التي على قطر الصفوف الناتجة لنحصل على مفكوك عدد حقيقي . 
المتتاليات المختلفة تعطي أعداداً مختلفة وذلك لأن المفكوك العشري 
لاينتهي . 


الخصائص (V)‏ و (Y)‏ للمسافتين الجديدتين واضحة . لإثبات الخاصية 
e * (3)‏ النقاط (Xs. Y3) € (X2, Y2) e (Xr, yi) TEIG z «y «x‏ عل 
الترتيب» غلينا أن نشت gl‏ : 


Ixi xil + lyi— ysl & | رع‎ - xol + lys ^ yal + [x2 - x| + lys — ysl 


ol, 
max(|x; — xڊ|,‎ |y; = ys) < max(|x, — xj. yı — y) + 
max(|x; — xs], ly; — y;]). 
là] (وكذلك‎ xi - إو×‎ > ba - xal xo - al من‎ GU المتراجحة الأولى‎ 
OY اجحات السابقة‎ lE ب ر) . المتراجحة الثانية تنتج من نفس‎ x بدلنا‎ 


Ix, = M 9 - xj| + |x; - M 
gl 
ly: — ادر‎ Iyi = yal + lys = أولا‎ 
. >> max(|x; - xj], |y: - yal) 


+ max(|x; — xil, ly; — (أولا‎ 


)5-5( 


(Y-£) 


(79 


(v7) 


علد 


حلول التهارين يفنا 


أطوال أضلاع المثلث الذى رؤ وسه )0 ,0)» )1 ,0)» )1,0( هي «L1‏ 
2( حسب المسافه الأولى الحديدة. أما المثلث الذى ;5 aws‏ )0 ,0) « 
(1- ,1) » (1,1) فأطوال الأضلاع هي 101( 2 حسب المسافة الثانية 
الجديدة. المحل الهندسى للعلاقة 1 = )0 d(x,‏ في المسافة الأولى الجديدة 
يتألف من النقاط Ix| + |y| 2 1 t= k y)‏ أئ المربع الذى 55 وسه 
(1+ ,0( < )0 ,1+( . أما في المسافة الثانية فالمحل الهندمبى يساوى 
النقاط (x y)‏ حيث 1= Ix|‏ و 1> الز| أو 1 > ixi‏ و 1= lias |y|‏ 


مربع ;5 وسه عند النقاط )£1 ,1+( . 


d(x, x) =0‏ و 2120 d(y,x) 2 d(x, y)‏ عندما x+y‏ إذا كانت 
Isl; 0 = d(x, z) > d(x, y)  dy.z) ob × = 2‏ كانت ob × +z‏ 


. لان 2 = =× ممنوع‎ 1 = d(x, z) > d(x, y) + d(y, z) 


جوار عنصر x‏ في الفضاء C‏ يتألف من جميع الدوال المتصلة y‏ بحيث 
ly) - *)(| > :‏ لجميع t‏ في [1 ,0] . 


إذا كانت (m, n)‏ = م نقطة من الفضاء فإن جوار م يتألف من جميع 
E.‏ عند Ula‏ من HE‏ وإذا کانت 1ع + فاته مجحو مرک 
فقط. 


الجوارات التي قطرها أقل من 1 تحوى مراكزها فقط (تمرين ه-؟) 
إذاً الجوارات الكافية الصّغْر لأى نقطة من 8 لاتحوى نقاطأ في C(E)‏ 
ولذا 5425 E‏ خالية . 


ib P: 


(t-60) 


(09-9) 


(v-9) 


(V8) 


(A76) 


(4-9) 


المدخل إلى الدوال الحقيقة 
التعريف متناظر في C(E), E‏ . 


لتكن ihi x‏ حدية ل B‏ ولتكن N‏ جوارا حول × . Nox‏ تحوى نقطة 
B ce y‏ غل 38 | وكذلك N‏ قوی سوارا حول y‏ وهذا الخوار موي 
ikä‏ من E‏ ونقطة من x 03] . C(E)‏ نقطة حدية ل E‏ أي أن .x » B‏ 
إذا كانت E‏ رة من جميع النقاط النسبية في R,‏ فإن حدود E‏ 
هي المجموعة ۸ وعليه Ob‏ حدود حدود E‏ مجموعة خالية . 


(أ): حدود N‏ مكون من النقاط التى تبعد المسافة r‏ عن × . 

(ب): حدود × قد تكون خالية (تمرين ه-") ولكن إذا احتوت (LU‏ 
فلابد أن تكون هذه النقاط على مسافة T‏ من × . حيث إنه إذا كان بعد 
النقطة (y € N)y‏ عن × أقل من + فسنجد جوارا صغيرا ل sie y‏ 
الخاصية ika y OB ales‏ داخلية. بطريقة ممائلة. النقطة y‏ والتى 
مسافتها عن × أكبر من r‏ تكون نقطة داخلية من l . C(E)‏ 


إذا كانت ca > x > b‏ وجوار x‏ 73 8 مثل x +h)‏ بط - (x‏ وإذا كانت 
h< min(x - a, b - x)‏ فالحوار داخل (a, b)‏ . إذا × نقطة داخلية . 
النقاط الحدية للفترة la, b]‏ هى a‏ وط وبا أنها تنتمى إلى [a, b]‏ أذن 

۰ | „iala la, b] 


الفترة (a, b)‏ غير مفتوحة وغير مغلقة في OY R,‏ داخلها مجموعة خالية 
ولكنها V‏ 2 5( نقاطها الحدية a‏ و b‏ . كذلك [a, b]‏ مغلقة في R,‏ لأن 


النقطة 0 ليست iha‏ داخلية. 1 iba‏ حدية لاتنتمى إلى المجموعة . 


(eoe) 


)١١-ه(‎ 


(\Y-9) 


)١-ه(‎ 


(M£-e) 


(Ye-e) 


(11-8) 


حلول التمارين Wo‏ 


تيع نقاط الفضاء داخلية وعليه فالفضاء مفتوح . LA 3g‏ جموعه 
خالية ولذا فهي محتواة في الفضاء. ]15 الفضاء بكاملة مفتوح ومغلق . 
المجموعة الخالية نحوى داخلها (J)‏ وحدودها (الخالية) . 


الفترات )»1 + (n, n‏ تمثل المجموعات المطلوبة وكذلك انحادات هذه 
المجموعات à‏ 


غير مفتوحة وغير مغلقة حيث إن الحدود هي Ri‏ بكاملها وداخلها 
Ae uus‏ خالية. 


أي جوار يكون مفتوحاً. الجوار المكون من نقاط الفضاء (alls‏ تبعد عن 
0 بمسافة أقل من ۷2 هو جوار مغلق OM‏ مجموعة حدوده خالية . 


إذا كانت E‏ أي مجموعة في هذا الفضاء فإن جوارات نقاط E‏ والتي 
أنصاف أقطارها أقل من 1 تنتمي جميعها ل E OP ales E‏ مفتوحة . 
من التمرين (ه-") نجد أن حدود E‏ خالية وعليه فهي محتواة في E‏ أي 
أن E‏ مغلقة. 


٤ 6 =۴ l3‏ × حيث G‏ ممتوحة و X‏ نقطة داخلية من © ولذا فهى 
نقطة داخلية من 8 لأن كل جوار حول × مكون من نقاط © فقط 


إذا كانت E‏ مفتوحة و ۴ € x‏ فإنه يوجد جوار حول × مكون من 
نقاط E‏ فقط ولذا فليست جميع جوارات x‏ تحوى نقاطاً من 
E‏ ونقاطاً من CE)‏ . إذن E‏ لاتحوى Uf‏ من نقاطها الحدية . وبالعكس 
ul E T : 15]‏ من Lu‏ طها الحدية ob x € E c3 i‏ 


۱۷٦ 


)١1/- ه١‎ 


(ه-18) 


(14-0) 


(Y*-9) 


المدخل إلى الدوال الحقيقة 


X‏ ليست نقطة حدية ولذا يوجد جوار للنقطة * لا يتقاطع 
مع €(E)‏ . إذن E‏ مجموعة مفتوحة . 


الجمهة E‏ شمه | d dm d,‏ تو o^ U‏ 
نقاطها الحدية أي إذا كانت جميع نقاط الحدود في CŒ)‏ . 
هذا بدوره يعني أن E‏ مفتوحة إذا وإذا hä‏ كانت C(E)‏ 
تحوى جميع نقاط حدودها OY) CE)‏ حدود E‏ هي حدود (CE)‏ 

أي إذا كانت CE)‏ مغلقة . 


هذا صياغة أخرى للتمرين (ه-/ا١)‏ بدل E‏ و (8)© . 


إفرض أن E‏ تحوي جميع PUE‏ حدودها وأن x‏ نقطة Ale‏ ل 8 . في هذه 
الحالة إما x € E‏ أو CE)‏ € × . في الحالة الثانية نجد أن كل جوار 
حول x‏ يتقاطع مع E‏ (لأن ilp ikä x‏ ل (E‏ ويتقاطع مع C(E)‏ 
Lal‏ (لأن × في (CE)‏ . إذن x‏ نقطة حدية ل E‏ إذا لم تكون في 8 . 
إذن E‏ تحوی جميع نقاط نہایاتہا إذا كانت نحوى جميع نقاطها الحدية . 
وبالعكس. لنفرض أن E‏ تحوى جميع نقاط نباياتها ولتكن y‏ نقطة 
حدية ل E‏ . إذا كانت لا نقطة ale‏ ل 5 eb‏ في E‏ بالفرضية . إذا م 
تكن نقطة ilye‏ ل 5 فإنه يوجد جوار حول y‏ لايحوى (sl‏ نقاط من E‏ 
ماعدا y‏ نفسهاء ولكن y € E‏ إذا ۴ تحوى جميع نقاطها الحدية . 


لين ع E ade Al‏ وک Ule Ny‏ حول > , من N; sail‏ 
تحوى نقطة yi‏ من E‏ بحيث yit x‏ أي جوار N‏ حول × بنصف 
قطر أقل من d(x yi)‏ لايحوى النقطة y:‏ ولكنه يحوى نقطة أخرى y:‏ 

من E‏ » وهكذا. 


(YY-6) 


(YY-60) 


(Y-a) 


(Y£-o) 


(Ye-o) 


(=) 


حلول التهارين VY‏ 


افرض أن ۴ ispat‏ نقاط E cule‏ ولتكن × نقطة نہاية ل ۴ . إذن كل 
جوار حول × bU e‏ من F‏ أي أنه يخوى نقاطا coule‏ ل iles E‏ 
فهو يحوى جوارات جزئية نحتوى على نقاط من .E‏ إذن x‏ نقطة Ule‏ 
للمجموعة E‏ وهذا يعني .x € Fol‏ أي أن F‏ نحتوى جميع نقاط نباياتها . 


)1( و (ج): جميع نقاط الفترة ]1 ,0]. (ب): النقطة 0 . 


اجعل x‏ نقطة alp‏ ل 8 . كل جوار حول × وی عددا le Y‏ من 
t ,£) E bU‏ هد c(Y*‏ وحيث أن كل نقطة من هذه النقاط تنتمي إلى 
A‏ أو إلى B‏ فلابد أن تحوى A‏ أو B‏ عدد Ule Y‏ من هذه النقاط . 


إذا كانت مجموعة حدود E‏ خالية ep‏ أي E‏ تكون مفتوحة ومغلقة في 
نفس الوقت (تمرين ه-15١»‏ تعريف المجموعة المغلقة) . 


علينا أن نبرهن في البداية أنه إذا كانت x‏ تنتمي إلى إغلاق Y, E‏ 
تنتمي إلى E‏ نفسها فإنها نقطة حدية ل CE‏ طبعاً نحن نعلم dax lef‏ 
ale‏ ل ۴ . كل جوار حول x‏ يحوى نقاطا من E‏ والنقطة X‏ من 
LEO Gum ih ox xdi. C(E)‏ الجعل ۴ إغتلاق 8 csl,‏ 
F-EUH‏ حيث H‏ مجموعة نقاط E olle‏ . نقطة النباية y‏ 
للمجموعة F‏ إما أن تكون نقطة نهاية ل E‏ أو ل H‏ (تمرين ه-"؟) في 
الحالة الأولى» y € F‏ . في الحالة الثانية نجد أن y e H‏ ومنه أن y © F‏ 
H OY‏ مغلقة (تمرين ه-١7).‏ 


)1( [0,.1]ء (ب)(... ,16 ,12 ,1 ,40 » (ج) [1 ,0] . 


۱۷۸ 


(YY-9) 


(YA-0) 


(Y4-0) 


(Y*-6) 


(Y3-6) 


l‏ إلى الدوال الحقيقة 


من التمرين (Vo-o)‏ نجد أن إغلاق الجوار N‏ يساوى N LÈI‏ 
وحدودها. الحدود هي مجموعة النقاط y‏ بحيث d(x, y) = r‏ . 

هذا غير صحيح بشكل عام في الفضاءات المترية. فمثلا خذ الفضاء 
اللكون من .]99 ,1] LR, laa [0, 12] U‏ اجعل N‏ مجموعة النقاط التي 
تبعد عن 0 بأقل من 1 . إغلاق N‏ هو المجموعة ]12 ,0[ وليس مجموعة 
نقاط الفضاء التي لايزيد بعدها عن 0 بأكثر من 1 . 


-- Lilia من المجموعات المغلقة يكون‎ n 3L! ol افرص‎ 
من المجموعات المغلقة.‎ n + 1 EF E ases AE n sF, 
UE ss LEI RURU- UFa = AURU UE) UTE 

مغلقتين بطريقة ماثلة (أو عن طريق المكملات) نثبت أن تقاطع عدد 
تخد الجبوعات الفلقة يكو Ulis‏ 


بالإمكان تعميم برهان أن تقاطع مجموعتين مغلقتين يكون مغلقا . 
i‏ مجموعات R;‏ والتی يتكون كل منها من عدد نسبي واحد. 
اتاد المجموعات المفتوحة ممتوح : خذ نقطة x‏ تنتمى إلى واحد من هذه 


المجموعة المفتوحة على الأقل . إذن يوجد جوار ل × ينتمى إلى أحد هذه 
المجموعات المفتوحة (لأنها مفتوحة) وعليه فإن اتحاد المجموعات المفتوحة 


[CS 


التقاطع النهائي لمجموعات مفتوحة يكون مفتوحا: يكفي أن نبرهن 
ذلك لمجموعتين مفتوحتين (ثم نستعمل الاستقراء). لتكن ,6 ,6 
ينتمي إلى :6 . تقاطع هذين الحوارين يحتوى جوارا أصغر وهذا بدوره 
ues‏ إلى G;‏ و Gz‏ وكذلك إلى تقاطعها. 


(Yo) 


(v1) 


(Y7*) 


(Y-*) 


(S7 


تقاطع عدد لانهائي من المجموعات المفتوحة قد لايكون مفتوحاً: خذ 
الفترات Un)‏ و1/8-) في LR,‏ تقاطعها غير مفتوح لأنه مكون من 
النقطة 0 . 


إذا وجدت نقاط حدية ل N‏ فإنها تنتمى لمجموعة النقاط y‏ 
حيث d(x, y) > rh‏ وعليه فان B „Nc N,‏ كان الفضاء Ka‏ من 


أي جوار في © يتألف من نقطة واحدة إذا كان نصف قطره أقل من 1 . 
]15 مجموعات © والتى تحوى كل منها نقطة واحدة فقط ليست مخلخلة . 


اغاق اللجمرعات قير الخلكله يملا جوارا ما إذا كانت المجموعة 
مغلقه Laf‏ فإنها تتطابق مع إغلاقها ولذا فلا بد أن تحوى ble‏ ما. 


إذا اعتيرنا R,‏ مجموعة جزئية من Ro‏ فإن المجموعة R;‏ مغلقة وبا أن كل 
ET‏ ف ف ا ل کنن يتانق ولكن :8 لغری أ 


جوار من Ra‏ . 


يمكن نشر أي عدد في مجموعة كانتور ماعدا الطرفين في النظام الثلاثي 
بدون الحاجة للرقم 1 وبدون أن ينتهى المفكوك بسلسلة من الأصفار أو 
بسلسلة من الأرقام 2. لنفرض أن أعداد مجموعة كانتور هذه هي 
... .يط pi‏ ونكون عددا جديدا t‏ خاناته في النظام الثلاثي t,‏ تساوى 0 
أو 2 حسب ما إذا كانت الخانة النونية ل Pa‏ هي 2 أو 0 . tolle‏ تختلف 
عن ,م في الخانه النونية أذن فالعدد t‏ لايظهر في التعداد السابق. هذا 
الإنشاء لايصح إذا كانت الخانة النونية في .م Él lio‏ (أو 2 (Čl‏ 
لإحدى قيم n‏ والقيم التى تليها. بالإمكان تفادى هذه الصعوبات وذلك 
بإعادة ترقيم التعداد السابق قبل البدء في إنشاء العدد الجديد ؛ . 


۱۸۰ 


(5-ه) 


G-I 


(Y-Y 


(^73) 


(4-3) 


(V7) 


)1١١-5١ 


(VY) 


المدخل إلى الدوال الحقيقة 


النقاط التى إحداثياتها نسبية تكون مجموعة قابلة للعد وكثيفة في كل مكان 
من R:‏ 


عدد كثيرات الحدود لايقل عن عند عواملها الثابتة . 


مجموعة الأعداد النسبية قابلة للعد. ومجموعة كشرات الحدود الخطية 


إذا كانت P,‏ كثيرة حدود درجتها n‏ فإننا نستطيع تقريب كل من عواملها 
بعدد نسبي إلى أقرب من (1 + el(n‏ ومن | نقرب كثيرة الحدود على 
]1 ,0[ في حدود . (استعمل (V7‏ 


المتتاليات المؤلفة من الرقمين )1,0( غير abl‏ للعد. caus)‏ خانات 
المفكوك الثلاثي في التمرين $75( 


| 


اجعل f,‏ الدالة المعرفة كالتالى 0 = flt)‏ حيث ×> † > 0 و 1 = f(t)‏ 
حيث 1 > ا > × . مجموعة الدوال هذه غير قابلة للعد لأنه يوجد دالة 
من هذا النوع لكل x‏ في [1 ,0] . المسافة بين أي من هذه الدوال تساوى 
1. باقى البرهان مشابه للبرهان في حالة الفضاء m‏ . 


اجعل f‏ دالة متصلة على مجموعة مغلقة ومحدودة E‏ وافرض fol‏ غير 
محدودة. إذن يوجد نقطة ,× بحيث 1 < |(×)؟| ونقطة Xx;‏ بحيث 
If] < [f(x] + 122‏ وهكذاء بشكل عام 8 < à Jm . f(x)‏ 
بولزانو - فيرشتراس تعطى نقطة x ile‏ للمجموعة (xXx)‏ و 


(Y-V) 


(Y) 


(£-V) 


(e-V) 


(1-V) 


۱۸1 uale! حلول‎ 


8 »ع x‏ لأن E‏ مغلقة و f OW f(x) = lim,..f(x,)‏ متصلة. ولكن 
lim f(x,)‏ غير موجود n OM‏ < |(ہ»)۴| . 


مجموعة E‏ تقع في مستطيل ما أضلاعه توازي محاور الإحداثيات قسم 
المستطيل إلى أرباع مهناك تضبق كل no‏ اتات واستمر في 
العملية كما في حالة ,8 . 


إذا كانت x‏ تنتمي إلى ثلاث فترات على PY‏ ولتكن .8 .... (Ei, Ez,‏ 
Pos‏ الفترة التي طرفها الأيمن ASÍ‏ ما يمكن وكذلك الفترة التي طرفها 
الأيسر أصغر مايمكن . با أن كل من الفترتين تحوى x‏ إذن فهي تتقاطع 
وتغطي باقي الفترات E,‏ ولذا نستغنى عن هذه القترات الأخيرة. نكرر 
العملية مع نقطة أخرى x‏ لاتنتمي إلى المجموعتين المختارتين إن وجدت 
مثل هذه النقاط . 


لتكن ۴ د 8 حيث E‏ متراصة و F‏ مغلقة. ولتكن G‏ مجموعة من 
المجموعات المفتوحة تغطي ۴ . C(F) 4L. Sl‏ مفتوحة و {G}‏ مع C(F)‏ 
تغطى LE‏ حيث إن Lay ciol ju E‏ مجموعة جزئية منتهية من 
(G) cl al‏ و C(F)‏ تغطي E‏ وكذلك ۴ . ۴ تبقى مغطاۃ حتى بعد 
حذف l , C(F)‏ 


البرهان مثل ما في التمرين (Y-Y)‏ 


المجموعة [... ,8 ,1⁄4 ,416 مغطاة بواسطة الفترات المفتوحة 
Ll i 5L di M T 1.3‏ —- 
iin , it a (a TUM‏ يوعد علد باي امن 


هذه المترات ويغطى à iS E,‏ هذه ILLI‏ يوحد أصغر طرف i‏ وهو 
موجب . يمكن تغطية المجموعة (... ,3 ,2 ,1) = 8١‏ بواسطة الفترات 


YAY‏ الملدخل إلى الدوال الحقيقة 


es 6 (5, 35). « (1o, 35)‏ .أي علد نهائي من هله الفترات lass p‏ 
R, mI‏ ۾ E»‏ غير محدودة , 


(Y-Y)‏ إذا وجد غطاء نهائى (E‏ اجعل y‏ أصغر طرف أيسر. النقطة 2/ر غير 
مغطاة . هذا لا يعارض نظرية هاين - بوريل EOM‏ غير مغلقة . 


. مغلقة ولكنها غير محدودة‎ E المجموعة‎ (^-V) 


)٠١-۷ »۹-۷(‏ نظرية هاين - بوريل تعطينا شروطأ كافية لإمكانية الحصول على 
co «ac‏ من Tt‏ غطاء ولكن هذه JI‏ وط ت لازمة. 


. مجموعة غير خالية محدودة من أعلى‎ E كامل وأن‎ R لنفرض أن‎ (N-A) 
كذلك‎ E أعل ل‎ la x, -1 ل 5 . إذا كان‎ def حد‎ x, افرض أن‎ 
فتسميه × وهلم جرا. با‎ E ل‎ el lae × -16 فنسمية :*:إذا كان‎ 
الأمر إلى‎ ile متباعدة فإننا نصل في‎ Eln غير خالية والسلسلة‎ E أن‎ 
أول غدد من هذه الصورة وليس حدا‎ xa - Un بحيث يكون‎ n 
E لدينا الآن فترة طوها 1/5 طرفها الأيمن حد علوى ل‎ . E علوياً ل‎ 
Aa وطرفها الأيسر ليس حذا غلوياً. اذ الطرف الأبعن وسمه بر‎ 
فاجعلا‎ JL, E علوياً ل‎ la كانت‎ l3] cial! lazy; الفترة واجعل‎ 
والتى تؤول إلى‎ Q4) كرر هذه العملية لتحصل على متتالية كوشى‎ yi 
۰ | . E أصغر حد علوي للمجموعة‎ 


(Y-A)‏ مجموعة العناصر المختلفة من U s,‏ أصغر حد علوي L‏ . فإذا 
أعطينا 0 < e‏ فإنه يوجد s,‏ بحيث » > ,و - .1 ops.‏ ۾ تتزايد فإن 
€ > م5 - ا لجميع n‏ < 0 . إذن المتتالية (s)‏ تؤ ول إلى ! . 


(Y-^) 


(t-A) 


(9^) 


(A) 


(۷-۸) 


(A-A) 


(A-^) 


حلول التمارين YAY‏ 


إدا كانت ((ملا "WT Ux,‏ كوشيه R; d‏ فان {Yn} 3 {Xn}‏ الات 
LN‏ 


الأعداد النسبية في ,۴ . 


إذا كانت s, >L‏ فإن كل ,5 من نقطة معينة تنتمي إلى أي جوار معطى 
حول L‏ . إذا ل تكن جميع s,‏ مساوية LEUU‏ من نقطة معينة OP‏ كل جوار 


إذا كانت Sn — L‏ وآ ع م5 à e, ast FC‏ مغلقة s, = L Lol‏ سس 
نقطة معينة ales‏ فإن ۴ © L‏ أو Lol‏ نقطه نبائية لمجموعة العناصر 
المختلفة من ,5 وفي هذه ا حالة نجد أن ۴ FOY L e‏ مغلقة . 


يوجد أصغر حد علوي ل E‏ ونسميه .آ . يوجد BU‏ ,× من E‏ بحيث 
L-x«-‏ (قد لاتكون جميعها مختلفة). إذن 1 هي Ale‏ (م*) . من 
التمرين (A-A)‏ نستنتج أن E‏ € ا1 . 


إذا كانت E‏ مكونة من عدد نهائي من العناصر المختلفة فإن واحدا من 
هذه العناصر لابد أن يتكرر عددا SEY‏ من المرات وهذا يعطينا متتالية 
جزئية متقاربة. فى الحالات الأخرى. يوجد نقطة نباية لعناصر E‏ 


اجعل D‏ ترمز للمسافة هنا. إذا لم تكن G‏ محدودة L‏ نستبدل G‏ 
بتقاطع G‏ مع جوار كبير تبعد حدودة عن جميع نقاط F‏ بمسافة أقل من 
D‏ . إذا كانت المسافة D‏ تؤخذ من قبل نقطة في op G‏ النقطة في هذه 
المجموعة الحزئية من 6 أيضا. إذن بإمكاننا افتراض أن ۴ و G‏ 


1A4 


(Y*7A) 


(1-A) 


(V-8) 


المدخل إلى الدوال الحقيقة 


oleat‏ محدودة. خذ النقاط dx,‏ ۴ و .في G‏ بحيث 
D‏ + (ملا,,*)0 استعمل التمرين e (Y-A)‏ خذ متتالية جزئية متقاربة من 
AU as (x)‏ جزئية متقاربة من (yo)‏ وسميها أيضا {xay‏ و ya)‏ . 
GaG Fayed yx e F um ya y 3x, x là]‏ كذلك 
d(x, y) € d(x, xy) + d(x,. Yn) + d(ys. y)‏ وتە d(x, y) € D Jaw‏ . 


. ۵)», y) = D OB D عن‎ Ja V dix. y) أن‎ los 


(أ) نعم . (ب) ليس بالضرورة» مغلا خذ الأعداد الصحيحة في ,8 
بمسافة ,۸ . جوار النقطة 0 بحيث ^ > d(O, x)‏ يتألف من 0 وحدها 
ولذا فقطره صقر . 


لنفرض أن أقطار E‏ واغلاقها هي 8 و A‏ على الترتيب. طبعاً ة < ۸ . 
خذ ,× و ys‏ فی إغلاق E‏ بحيث ‏ > (ملؤ,,0)5 . إذا كانت x,‏ نقطة 
ale‏ ل E‏ فإنه يوجد نقطة x,‏ من E‏ في حدود Un‏ من (X,‏ إذن 
Yn) < A — Un‏ ,)0 . بنفس الطريقة إذا كانت y,‏ نقطة نباية ل 
d) .E‏ ال حالاات cS‏ ال x,)‏ 2 × وملا = (yn‏ . مبذه الطريقة 
نحصل على النقاط x,‏ و y,‏ في E‏ بحيث Ya) < A - 2/n‏ ,)ل ومن هذا 
نرى أن 4 < ة . إذن 4 = ة. 


خذ المجموعة (x)‏ المكونة من العنصر الوحيد × . هذه المجموعة مخلخلة 
إذا كان إغلاقها (x)‏ لامجوى أي جوارء بمعنى آخر إذا كان (*) ليس 
جوارا. da‏ قت l|‏ كانت الجموعة ميخ العتاضر y‏ بيت 
d(x, y) > r‏ تحوى blä‏ غير x‏ لكل عدد موجب ۲ dixe das‏ 
إذا كانت x‏ نقطة نهاية في الفضاء . 


)1-4( 


(7M) 


(t-3) 


( Y YY 


حلول التهارين ۸0 


إذا اعتيرنا أي مجموعة غير خالية وتامة على أنها فضاء متر ي فإنها تكون 
من الفئة الثانية . حيث إن جميع نقاطها نقاط نهاية إذن فكل ika‏ خلخلة 
ولذا فأى مجموعة قابلة للعد فيها تكون من الفئة الأولى. إذن لايوجد 
يجموعة غير خالية GU,‏ وقابلة للعد في ,۸ . 


لتكن E‏ مجموعة مغلقة ومكملتها كثيفة في كل مكان. هذه المجموعة 
غلخلة J|‏ إذا كان Uii]‏ رداحل (E‏ يجو جواراً ما (هرين Y75‏ 
إذا احتوت E‏ جواراً OU‏ مكملتها تكون منفصلة عن هذا الجوار ولذا 
لاتكون كيفة فى كل مکان. 


لنفرض أن فترة مغلقة في ,۸تساوى امحاد مجموعة asl‏ قابلة للعد من 
المجموعات غير الخالية المغلقة المنفصله E,‏ . بواسطة نظرية بير أحد 
هذه المجموعات كثيفة في فترة ما وبما أنها مغلقة فهي تحتوى هذه الفترة . 
خذ ASÍ‏ فترة من هذا النوع. كرر هذه العملية مع مايبقى من الفترة 
الأصلية . نحصل على مجموعة قابلة للعد من الفترات المغلقة ,1 ينتمي 
كل منہا إلى واحند من E,‏ ويكنون اتادها Gas‏ فی كل مكان. à|‏ 
اق قت ,1 و i.‏ نقطة Op‏ هذه النقطة تنتمي إلى E,‏ و Em‏ وهذا 
مستحيل E, OM‏ مجموعات منفصلة . إذا أبعدنا النقاط الداخلية من جميع 
الفترات ,1 فإن المجموعة المتبقية H‏ تكون تامة . نطبق نظرية بير على H‏ 
كا في JAI‏ (ب) ونجد أن جزء المجموعة H‏ المحتوى في فترة 3 ينتمى 
بكامله إلى إحدى ,8 وكذلك جميع نقاط أطراف الفترات ab 1١‏ في 
الفترة J‏ ولذا نجد أن هذه الفترات ,1 حميعها تنتمي إلى الفترة E,‏ 
نفسها ولذا H ob‏ خالية. 


يكفى أن نثبت أن مقياس EN (a, b)‏ يساوئ صفرا لكل «X (a, b)‏ 


كما 


(IIT) 


(v1 T) 


(Y V) 


(Y- MY) 


المدخل إلى الدوال الحقفيقة 


بالفترات [er ais (an, b.)‏ أطواها لايتعدى o . q(b n a)‏ ثم 
hs‏ كل ibm Qe; BIG)‏ إذن E‏ مغطاه بفترات 
est yyy‏ أطواها الكل عن 


q(bı — aj) + q(b; — a2) + ...— q[(b; = ai) + (b; — a2) + ... ]&q'(b 7) 


كرر العملية وللاحظ أن 0 ج 8و . 


(د) نطاق الدالة هو النقطة 0« (ج) و (ه) النطاق يساوى ,1 


تكن x‏ العدد النسبى 5 . إذا m» quls‏ فإن Je m!x‏ 
لتكن لنسبي Er‏ نت < ص op‏ × ! ۳ عدد صحيح 
زوجى وتكون 1= ccosm!zx‏ النهاية الداخلية تساوى 1 ولذا 
فإن 1 = fo)‏ . على العكس من ذلك. خذ × غير نسبى. في هذه 
O47 V m i x AIL ALI‏ عددا ححا يداو lcos m ! 7 x «ci‏ والنباية 

الداخلية تساوى 0 ومنه 0 = f(x)‏ . 


من المتراجحة المثلثية نجد أن 


. If(xo) — f(x)| = |d(xo, y) — d(x, y)| = d(xo, x) 


. DŒ) - DG) > d(x, y) يكفي أن نثبت أن‎ 
d(x, p) > d(x, y) + d(y, p) إذن‎ «E في‎ P ikä pM لانات ذلك»‎ 
E مهما كانت في‎ DG) > d(x, p) (المتراجحة المثلثية). حيث إن‎ 
بالاختيار المناسب للنقطة‎ . D(x) > d(x, y) + d(y, p) فإننا نجد أن‎ 


a. D(y) قريب بصورة اختيارية من‎ dy, p) نستطيع جعل‎ P 


(Y-W) 


2-5 


(e-YY) 


iY) 


(\-\ é) 


حلول التمارين AY‏ 


D(x) KK + D(y)‏ . إا das LB y » x Lu‏ أن 


D) > d(x, y) + D(x)‏ . إذا 


D(x) — D(y) > d(x, y), 


D(v) — D(x) > d(x, y). 


وهذا يعني أن [DG) - D(y)| > di, y)‏ . 
إذا كانت الدالة ثابتة فإن صورة كل مجموعة غير خالية هى نقطة واحدة . 


الصورة العكسية لحوار حول (1)50 صغيرة لدرجة تكفى لإ بعاد 0 عن كونه 
جموعه مفتوحه i‏ ادا كانت Xp Er x‏ وحتواة T‏ هذه المجموعة 
المفتوحة Op‏ القيم fo)‏ تنتمي إلى الجوار الأصلي حول lias fo)‏ يعني 
أن القيم f(x)‏ محدودة عن 0 . 


مجموعة ألاعداد الحقيقية التى قيمتها المطلقة أقل من [fGx)|‏ + 1 تكون 
مفتوحة ولذا فصورتها العكسية ممتوحه , هذه الصورة العكسية غير 
خالية لأنها تحوى xs‏ ولذا فهي تحوى جوارا حول x,‏ كذلك . 


QE‏ تعريف الاتصال يعني وجود 0 < © بحيث أنه لكل 0 < Òn‏ يوجد 
Xo| < Ön pr Xn‏ د d f(x,) y f(xo)| =€ 2 Xn‏ نفس الوقت i‏ 


I3]‏ كانت ع ++ 4 Jla f‏ متصلة op‏ ع = ٤‏ - (ع + ؟) دالة متصلة 
أيضا. إذا كانت * غير متصلة فإن —f‏ غير متصلة أيضا ولكن 8-)+) 
ھی الدالة الثابتة والتى قيمها تساوى 0 وهذه متصلة طبعا. 


VAA 


(Y) 


(Y-V£) 


المدخل إلى الدوال iial‏ 


المجموع : خذ أي نستطيع إيجاد ,قبحيث <> |f(x) - fG)]‏ عندما 
Xy) > 5,‏ ,)0و رق بحيث < )ع — |g(x)‏ عندما يق > x)‏ ,»)ل . 
اجعل ô}‏ برة) min‏ = 6( إذا € > |f(x) + g(x) - [f(Gxo) + g(x9)]]‏ عندما 
dx, Xa) < 6‏ , 


"AJ‏ 2 : الدوال f‏ و à 03429 g‏ جوار حول Xo‏ ¢ اجعل M‏ المحد 
المشترك لقيم |۴٠١0|‏ و |8080 . إذا 


|f(x)g(x) — f(xo)g(xo)] > |[f(x) = f(xo)]g(x)|  HfGx)[g() - 89] 
< M|f(x) = f(xo)| + Mlg(x) — g(xo)l 


. صعيرة‎ d(x, xo) كانت‎ IBI qM El والطرف‎ 


القسمة : يكفي لإثبات أن متصلة عندما تكون ع متصلة إذا كانت 
ae yg) 0‏ إل تخاصية اتفال الق ب نجد أن I‏ 7( 
من التمرين e(t- NT)‏ نجد أن 0 < 0 < |(«)ع| في جوار ما حول Xo‏ 
لجميع قيم ix‏ هذا jl‏ تجد ol‏ 


l opd 
g(x)  g(xo) 


|g(x) - g(xo)| 
IgG) Lg(xo)] 


> م‎ ?|g(x) — g(xo)| 


والطرف يمن صعير إدا كات d(x, x9)‏ صعيره 


لتكن G‏ مفتوحة إذن C(G)‏ مغلقة . فإذا كانت صور المجموعات المغلقة 
مغلقة OB‏ صورة C(G)‏ مغلقة. fol (us‏ أحادية فإن مكملة صورة 
C(G)‏ هي صورة © وهذه المكملة مفتوحة (لأنها مكملة مجموعة مغلقة) . 
برهن العكس ينفسن الطريقة . 


حلول التارين ١/4‏ 


)£-£( إذاكانت: لاتأخذ القيمة op M‏ الدالةع المعرفة كالتالي 
g(x) = V[M - f(x)]‏ تكون متصلة على نطاق ٤‏ . إذن ع محدودة. واجعل 
1 1 ; : 
eol om‏ إذا © > M go‏ هذه المتر اجحة تقتضى أن 
f(x) «M-G‏ وهذا يعني أ M‏ الست أصغر حد علوي لقيم 1 . 


(0-V£)‏ اجعل 1 Ly‏ أصغر وأكبر d (Me‏ $44 . الدالة تأخذ هذه القيم 
بالطبع إذن فهي تأخذ كل قيمة في الفترة [IL]‏ حسب خاصية القيمة 


5-1١4١‏ أ) إذا كانت 0 = f(x)‏ فلا يوجد شىء يبرهن . لنفرض أن 0 < f(x)‏ لقيمة 
ما X]‏ . خل 3< b‏ بحيث تكون f(xa)‏ عا < f(x)‏ لجميع ol x >b‏ 
max f(x)‏ على )© [a,‏ يساوى max f(x)‏ على b]‏ ,3] . 


)£ 0-7 ب) اجعل x,‏ أكبر قيمة تأخذ عندها f‏ قيمتها العظمى على )* sia) [n,‏ 
القيمة الكبرى موجودة f(x) + 0 OM‏ والمجموعة حيث f(x,) = f(x)‏ 


متراصه) إدن X,‏ 2 ربو و QXQ— O‏ 


».>5-1١14(‏ مدی f‏ هو نفسه مدى مقصور f‏ على P]‏ ,0[ . وهذه الدالة الأخيرة 
(NE‏ متصلة على مجموعة متراصة . 


"iot = T عون‎ - f fdt + [oat (A-1 £) 
x 0 T p 


= [9at - f (dt + | f(t + p)dt 


= FEDdt 
0 


TE‏ المدحل إلى الدوال الحقيقة 
لأن 0( = flt p)‏ . وهذه طريقة أخرى بديلة 
KO = f(x + p) - f(x) =0‏ = 
)4-16( 
Jito + a) - 2f(x) + f(x — a)]dx = 0‏ 


(itii)‏ نشير إلى خطوات طريقة البناء في حالة ۶ا > <a‏ (كما في 
شكل O ۷١‏ 


( v شكل‎ 


من الواضح أنه ليس هذا الجزء من المنحنى وتر أفقي بطول a‏ 


شكل ١١(‏ ب) 


È 
Lo 


الوتر الأفقي بطول a‏ الذى طرفه الأيسر يقع على المنحنى المتصل يصل 
فقط إلى المنحنى المتقطع والذى هو عباره عن إزاحة للمنحنى المتصل إلى 
اليمين a‏ من الوحدات . بالتالي إذا وسعنا المنحنى المتصل بحيث يقع 
نحت المنحنى المنقطع فإنه لايوجد وتر أفقى بطول a‏ طرفه الأيمن عند 
أي نقطة إحداثيها السيني لايزيد عن 28 . کا في شكل ١١(‏ ب). 


حلول التمارين ۱۹۱ 


شكل ١١(‏ ج) 
با أن 16 < a‏ و28 > 1-2 فإنه إذا وصلنا طرف المنحنى المتصل إلى 
1 بحيث يكون تحت المحور السينى فإنه لايوجد أي وتر أفقي بطول a‏ 
كا في شكل ١١(‏ ج). 


شكل (١١د)‏ 


f(x) > sin'(x x/a) ^x sin'(z/a) هو الدالة‎ Levy كان مثال ليفى‎ 
أشار إلى المؤلف أنه بطريقة مشامهة‎ Halmos EC | a s l/n حيث‎ 
4) 1333 عندما تكون ع مستمرة‎ rs yi "P f(x) = g(x) -x الدالة‎ 

دورتها a‏ . بحيث 0 = g0)‏ و1 = (1)ع . (شكل ١١‏ د). 


AANE)‏ إذا كانت OB a = ٠‏ فرضيتنا تعنى أن للدالة ٤‏ وترا أفقيا بطول 5 . إذا 
كانت ۲ = a‏ فإن f‏ لما وتر أفقى إما بطول ١‏ أو Jal‏ = 1/2.25 
la,‏ 


CTT NE)‏ لنعتير الدالة ع بحيث g(x) = f(x) - x‏ فنحصل على 20 f(0)‏ = (0)عو 
0 - (۴)1 = (1)ع وأن ع مستمرة . لذا 0= g(x)‏ عند نقطة ما. 


۱۹۲ 


المدخل إلى الدوال الحقيقة 


)١-١4(‏ هذه حالة نهائية للنظرية المتعلقة بتنصيف مساحتين de) Ul‏ افتراض 


(\-\0) 


(Y-\9) 


(Y-Y6) 


iba ت للمساحات غير المحدبه) . لإثبات ذلك مباشرة : خذ‎ CARES 
PO على المنحنى وابحث عن نقطة أخرى © بحيث يكون القوسان‎ P 
متساويين. لیکن (1)5 الحزء من المساحة الذى بداخل المنحنى والواقع‎ 
إلى يمين 50 فإن ؛ دالة مستمرة نطاقها نقاط المنحنى وذلك لأن أي‎ 
وم‎ ca P تغيبراً طفيفاً في ينتج عنه تغيير طفيف في © . إذا بدأت‎ 
البعض‎ piu وتبعت المنحنى فإن اليمين واليسار يكونان قد‎ 
إذا ل يكن أصلا نصف نصف المساحة فإنه‎ (P) إلى ,© لذا فإن‎ P عندما تصل‎ 
cuni] ساديا‎ du. وة‎ a Mod الآث ف الضف المسااعة الآ‎ 
. P المساحة عند موضع معين سابق للنقطة‎ 


الأعداد جا هى عناضر من متتالية غير تزايدية. با Le‏ غخدوذة فإن ها 
غباية n ils l3] L‏ كبيرة للبرحة أن 2 + 5 ,1 فان ع + 51 $ 
لكل ken‏ . كذلك إذا كانت n‏ كبيرة لدرجة أن ٤‏ - ا < را فإنه 
توجد 1 . ۸ < ۸ بحيث 6 - 1 < 8 , اد Jani dg Ja mt‏ 
على عدد uie‏ من »5 بحيث تتحقق الخاصية الثانية . لذا oU‏ للنهاية 
L‏ الخواص المعرفة للكمية lim sup S,‏ . 


«l = lim inf S,‏ إذا كان € أى عدد موجب معطى e OD‏ - / < ,5 إذا 

كانت n‏ كبيرة jJ‏ كاف. بالإضافة Al‏ ذلك يوحل عدد لاخبائي Sa‏ 

Ob غير محدودة من أسفل‎ (S) إذا كانت‎ . 58,>/+ © a 
.lim inf S, = + ©» تكن 1 موجودة نكتب‎ d وإذا‎ lim inf S, = - 

في الأمثلة 1 تساوى (x) «9 (e) «-1 (D)‏ 9—« )3( 0« (ه) 

. 0 

t, > ع زا‎ + lim sup t, و‎ «nn, LASS, >> 2 e + lim sup S, لدينا‎ 


S, +t, > ع‎ + lim sup S, + lim sup tp O ص« بالتالى‎ < n; عندما‎ 


(£-Y0o) 


١5 oae! حلول‎ 


Te lim sup (S, + ta) IJ] n > max (nj, m) Lau ze‏ أن يزيد 
عن lim sup S, + lim sup t,‏ . إذا كان lim t, = T‏ نحصل على 
S, < lim sup S, — 1^ €‏ لعدد T‏ من الأعداد n‏ 156 - 21 نا 
لكل e‏ كبر n‏ لذا € S, + t, < lim sup S +T-‏ لعدد لانبائى 

" n من‎ 


إذا كان 0 < ع jma‏ عل € ] > S,‏ تيهنا زه < ه وعلى 
no m Lane 5, -L-e‏ لذا oL‏ عي لا - $ عتيها 


,n > max (n;, n;) 


Sti > e OB ع عدا حقيقياً ميجاً‎ OUS في © لأنه إذا‎ $0 (f v-13) 


S . lei aS n ومع 1 مسعقلا عن‎ 15 LS l3 
max, نحصل على ")€ 1) > |(*)ر5| . لذا |(*)مةاري ,ے‎ 0 > x >1 - € 
لايزيد عن أكر العددين © و ")€ -1) ولكن العدد الأخير هو‎ 

الأصغر إذا كانت n‏ كبيرة بقدر كافف. 


(S) (e 1-133)‏ غبر متقاربة في © لأنه 0^ S3)‏ لكل x‏ لكن 


1 ! l. " 
, S,(1 = 3! لاينقص عن‎ max IS. (x)] 3 SK = 2! =g ر‎ E : 


Supyx e clS,(x)| > M (1 3)‏ عن 1I LE Cl TP‏ )34 ولذا 


.X eE c limp ,.S,(x) M 


(Y- V)‏ السلسلة لاتتغير عند مفاضلتها چنا laa‏ لذا مجموعها S(x)‏ محقق 


. € 2 f(0) + f'(0) - ... a S(x) 2 Ce" وبالتالي‎ S'(x) = S(x) 


ILE‏ الملدخل إلى Jai‏ الحقيقة 


[» "m K 42; الى حدها الذى‎ dosi فان‎ T 


تكون متقاربة بانتظام . هذا يقتضى أن 


sa) = 2 La x PC (k) - La]; + ١ Y ARI T p Lo 


û = N * ] 


بالإإمكان جعل كل من المجموعين الأخيرين أقل من Neb e‏ كبيرة 
(وذلك عن طريق استخدام التقارب المنتظم) . NL‏ ودع 9 ج ) t‏ 


)1 + x/k)* -Y MIB eX ت لكل‎ 3-7 YV3 


f(x) و‎ f(I/n = وه‎ 0 > x > 2/n عدا‎ (à f(x) = 0 على سبيل المثال»‎ (Y-YV) 
(NY في شكل‎ S) . (n, 2/n) ($5 (0, 1/0) خطية في‎ 


(1-1۸) 


(V-Y*) 


DT 


(Y-YY) 


(3 Y) 


(£-YY) 


(e-Y*) 


۱۹٥ cu ale! حلول‎ 


.y=rsin® ə x = r cos 0 حيث‎ f(x, y) = sin28 على سبيل المثال.‎ 


R+y x+y+ER 


X-y-R 
.$6y) 7e) + de )أن [ +[ = [ نحصل‎ 


K R + بو‎ 


لكن $ هي نهاية دوال مستمرة لذا فهي على الصيغة ax‏ = (0)2 . 


إذا كان f(x)‏ مو ودا lim, o [f(x + h) - f(x)]/h ol (laa)‏ 
محدودء لذا 0 = lim, Loi [f(x + h) - f(x)]‏ . بالنسبة للجملة المتضمنة 
à‏ احذف جميع الرموز السفلية والعلوية وكذلك إشارة + في الحملة 

السابقة أعلاه. 


إذا كان 0= f(x)‏ لكل 0« x‏ وإذا كان 1 2 t(x)‏ لكل x20‏ و 
f(0) = 1‏ نحصل على 9 + = (۴)0 . 


. € (x) = [f(x) - f(a)|/(x — a) - f'(a) — 0 


الكمية h) - go)‏ + »)ع ربا تكون صفراً لبعض قيم h‏ القريبة بشكل 
اختياري من الصفر. من تمرين (Y7 Y)‏ نحصل على : 
p(x + h) — (x) = f(g(x + h)) - f(g(x))‏ 


= [g(x + h) - gG)l[f'(gG)) + e(g(x))] 


g(x) — g(b) بالتالى‎ «b ع دالة مستمرة عند‎ ol موجود‎ g'(b) ol le 
,h0 ودع‎ h على‎ i . € ج × و0 ج ((×)ع)‎ ale 


« lim inf, .o +[f(x + h) - f(x)]/h = فإن 0< 8ة‎ f(x) <0 إذا كان‎ 
.f(x + h) - f(x) < 12 h ò لذا لكل الأعداد الموجبة الصغيرة بقدر كاف‎ 


14^ 


(1-13) 


(Y-F T) 


(A^-YY) 


(A-Y) 


المدخل إلى الدوال الحقيقة 


لكل 0< h‏ نحصل على 0 > f(x + h) - f(x)‏ ولذا 0 > (*) . لكل 
h «0‏ نحصل على 0 > f(x + h) - f(x)‏ و 0 > [f(x + h) — fG)]/h‏ 
f(x) 2 01,‏ 


افرض أن f(a) > y < fb)‏ وطبق الحملة المذكورة في التمرين على 
الدالة ع المعرفة 2 gx) = f(x) = yx‏ . 


لتكن g(x) = f(x + a) - f(x) - af'(x)‏ ولتكن © نقطة حيث: تحصل 
على قيمتها العظمى . إذاً 0 = f(e)‏ ولذا go) = fc + a) - (e)‏ بها أن 
f(c + a)‏ لايزيد عن f(c)‏ (القيمة العظمى 123( فلا بد وأن يكون 0 > 0)ع 
. لتكن d‏ نقطة حيث ؛ حصل على قيمتها الصغرى» فإنه بنفس الطريقة 
jat‏ على 0< (4)ع . با أن ع هي مشتقة oY)‏ الدالة 
الستمرة» هى تفاضل تكابلها) فإنْغ لحاخاصية القيمة الوسطى Js‏ 

prm g(x) = 0 


لیکن 1 > × > 0 فإن ا = g(x)‏ غير محدود عندما x04‏ لان 
f(x)‏ 
0 = (+1)0. نظرية القيمة المتوسطة تقتضى 
g(1) — g(x) = (1 — x)g(c) = — (1 - x)hf(of(c), 0 < x > ©‏ 
pm! wr‏ لود عندما + 0 جه« . هدا الإثبات يتطلب 
فرضيات أقل من الإثبات الذى يعتمد على تبديل المتغير : 
f(1)‏ | 
J hf(x)f'(x)dx = | h(t)dt = +%‏ 
0 0 


المكامل إشارته ثابتة ولذا يكون غير حدود. 


.x < 0 لكل‎ f(x) 20 » > 0 لكل‎ f(x) 21 (Y*-YY) 


۱۹۷ el حلول‎ 


| (x x y)y جوار للنقطة‎ x فيم‎ em موجود‎ T) VITE تفرص‎ (YY-YY) 


(A7 YY) 


(Y-YY) 


(Y-YY) 


(EY) 


نظرية القيمة المتوسطة تؤدى إلى ) [f - f£) - y) = f‏ حيث 
t‏ بين x‏ ولاء الطرف الأيمن قريب بالدرجة التي نرغبها من lim, yf (x)‏ 
إذا كانت x‏ قريبة بقدر كاف من cy‏ ولذا كذلك الطرف الأيسر. الحملة 
الأخيرة تعني أن fO)‏ موجود ويساوى lim, . f'(x)‏ 


„a > × > ١ عندما‎ f(a) > f(x) > f(b) لذا‎ : [a, b] هی‎ à jJ! لتكن‎ 


لتكن y‏ نقطة داخلية في النطاق ولتكن (x)‏ متتالية تزايدية نهايتها cy‏ 
(f(x,)) ob‏ متتالية تزايدية محدودة ها L ale‏ (انظر تمرين (Y-A‏ إذا 
ol MAL Xx. QS‏ نجد x,‏ بخیث «x, « y‏ × وبالتالى 
.f() > f) >> f(x) > L‏ بها أن ا ج Lol f(x)‏ ج .f(x)‏ 


إذا كان f(x) + f(x)‏ لكل x‏ و f(x) «f(y)‏ عندما xy‏ فإن 
f(x) > f(y)‏ عندما «y‏ ×. الحملةلاتستثنى Ji!‏ كون بعض 
الدوال ,5 تزايدية والبعض الآخر تناقصية . إذا كانت هذه هى JLI‏ فإن 
عددا LL‏ من الدوال ا المتهيزة لن يسبب أي عائق . i3‏ وحد عدد 
لاخبائي من النوعين FO‏ لابد وأن تكون غير تناقصية وأيضاً غير تزايدية 

. تصبح ثابتة‎ "UT 


لتك f JIAUD‏ زات D jJ 2 s‏ +1864 عند النقاط 


1 و 0= (۴)0 . إذا كان (m-1)!'«h«m'‏ فإن 


] s o HX — Y i 
d) = 1 وبالتالي‎ A kkp m + 1 


